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Âåäóùàß îðãàíèçàöèß: Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé
óíèâåðñèòåò èì Ì.Â. Ëîìîíîñîâà.
Çàùèòà ñîñòîèòñß 26 àïðåëß 2007 ã. â 14 ÷àñîâ 30 ìèíóò íà çàñåäàíèè äèññåðòà-
öèîííîãî ñîâåòà Ä 212.081.21 â Êàçàíñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå ïî àäðåñó:
420008, ã. Êàçàíü, óë. Êðåìëåâñêàß 18, êîðï. 2, àóä. 217.
Ñ äèññåðòàöèåé ìîæíî îçíàêîìèòüñß â íàó÷íîé áèáëèîòåêå èì. Í.È. Ëîáà÷åâ-
ñêîãî Êàçàíñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà
Àâòîðåôåðàò ðàçîñëàí 25 ìàðòà 2007 ã.
Ó÷åíûé ñåêðåòàðü
äèññåðòàöèîííîãî ñîâåòà,
ä. ô.-ì. í., ïðîôåññîð Å.Ì. Ôåäîòîâ
Îáùàß õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû
Àêòóàëüíîñòü òåìû. ×èñëåííûå ìåòîäû â íàñòîßùåå âðåìß ßâëßþòñß îäíè-
ìè èç íàèáîëåå óïîòðåáëßåìûõ ñïîñîáîâ ðåøåíèß çàäà÷, âîçíèêàþùèõ â ïðàêòè÷å-
ñêèõ îáëàñòßõ  ìåõàíèêå, ôèçèêå, ýêîíîìèêå, áèîëîãèè, ìåäèöèíå è ò.ä. Ìíîãèå
èç ýòèõ çàäà÷ ñâîäßòñß ê ïîèñêó ìèíèìóìà âûïóêëûõ ôóíêöèîíàëîâ íà âûïóêëûõ
ìíîæåñòâàõ è ýêâèâàëåíòíû âàðèàöèîííûì íåðàâåíñòâàì. Â ïîñëåäíèå äåñßòèëåòèß
ðàçðàáîòàíû ýôôåêòèâíûå ñïîñîáû ðåøåíèß òàêèõ íåðàâåíñòâ íà áàçå ñåòî÷íûõ ìå-
òîäîâ. Ñîîòâåòñòâóþùèå àïïðîêñèìèðóþùèå çàäà÷è, êàê ïðàâèëî, ðåøàþòñß èòå-
ðàöèîííûìè ìåòîäàìè. Ðàçëè÷íûå àñïåêòû óêàçàííûõ âûøå ìåòîäîâ îñâåùåíû â
ìíîãî÷èñëåííûõ ìîíîãðàôèßõ è îáçîðàõ. Çíà÷èòåëüíàß ÷àñòü ýòèõ ðàáîò ïîñâßùåíà
ìåòîäàì ðåøåíèß êîíå÷íîìåðíûõ çàäà÷. Âìåñòå ñ òåì, ïîñêîëüêó èñõîäíûå çàäà÷è
ðàññìàòðèâàþòñß â ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ, àêòóàëüíûì ßâëßåòñß èññëåäî-
âàíèå èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ íåïîñðåäñòâåííî â ýòèõ ïðîñòðàíñòâàõ. Òàêîé ïîäõîä
ïîçâîëßåò ðàññ÷èòûâàòü íà ðàâíîìåðíóþ, ïî ïàðàìåòðó àïïðîêñèìàöèè, ñõîäèìîñòü
èòåðàöèîííûõ àëãîðèòìîâ.
Íàðßäó ñ âûïóêëûìè çàäà÷àìè, âàæíóþ ðîëü â ïðèëîæåíèßõ èãðàþò è íåâû-
ïóêëûå çàäà÷è. Íåîáõîäèìûå óñëîâèß ñóùåñòâîâàíèß ðåøåíèß çàäà÷ ìèíèìèçàöèè
íà íåâûïóêëûõ ìíîæåñòâàõ ìîãóò áûòü ñôîðìóëèðîâàíû â âèäå êâàçèâàðèàöèîííûõ
íåðàâåíñòâ. Ê òàêèì æå ôîðìóëèðîâêàì ïðèâîäßò è íåïîòåíöèàëüíûå çàäà÷è ìåõà-
íèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè ñî ñâßçßìè, ïîðîæäàþùèìè íåâûïóêëûå ìíîæåñòâà
îãðàíè÷åíèé. Òåîðèß ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèß êâàçèâàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ â
íàñòîßùåå âðåìß ßâëßåòñß àêòóàëüíîé è èíòåíñèâíî ðàçâèâàåòñß.
Âàðèàöèîííûå è êâàçèâàðèàöèîííûå íåðàâåíñòâà âîçíèêàþò, â ÷àñòíîñòè, ïðè
ìîäåëèðîâàíèè çàäà÷ ñ îãðàíè÷åíèßìè â òåîðèè ìßãêèõ îáîëî÷åê, õàðàêòåðíîé îñî-
áåííîñòüþ êîòîðûõ ßâëßåòñß äîïóùåíèå î êîíå÷íûõ ïåðåìåùåíèßõ è äåôîðìàöèßõ,
÷òî, íàðßäó ñ íàëè÷èåì ïðåïßòñòâèß ïðîèçâîëüíîé ôîðìû, ïðèâîäèò ê íåâûïóêëûì
çàäà÷àì. Ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèß âàæíûì êëàññîì ßâëßþòñß çàäà÷è òåîðèè
ìßãêèõ ñåò÷àòûõ îáîëî÷åê.
Äðóãîé îáëàñòüþ, â êîòîðîé âîçíèêàþò âàðèàöèîííûå íåðàâåíñòâà, ßâëßþòñß
çàäà÷è òåîðèè ôèëüòðàöèè íåñæèìàåìîé æèäêîñòè, ïðè ìîäåëèðîâàíèè êîòîðûõ
øèðîêî èñïîëüçóþòñß íåëèíåéíûå ðåîëîãè÷åñêèå ñîîòíîøåíèß (ñ ïðåäåëüíûì ãðà-
äèåíòîì, ìíîãîçíà÷íûå çàêîíû), îïèñûâàåìûå ôóíêöèßìè ñ ëèíåéíûì ðîñòîì íà
áåñêîíå÷íîñòè. Èçâåñòíûå âàðèàöèîííûå ïîñòàíîâêè, îïèñûâàþùèå ïðîöåññû ôèëü-
òðàöèè ñ òàêèìè çàêîíàìè, íå ïîçâîëßþò îõâàòèòü, òåì íå ìåíåå, âàæíûé, ñ òî÷êè
çðåíèß ïðèëîæåíèé, êëàññ çàäà÷ ñ òî÷å÷íûìè èñòî÷íèêàìè, ìîäåëèðóþùèìè ñêâà-
æèíû. Ïîýòîìó àêòóàëüíûì ßâëßåòñß èññëåäîâàíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé çàäà÷
ôèëüòðàöèè â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè ñî ñîñðåäîòî÷åííûìè èñ-
òî÷íèêàìè äëß óêàçàííûõ âûøå çàêîíîâ, ïîñòðîåíèå è îáîñíîâàíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ
ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ.
Öåëüþ ðàáîòû ßâëßåòñß òåîðåòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå âàðèàöèîííûõ è êâàçèâà-
ðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ, âîçíèêàþùèõ ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè ñòàöèî-
íàðíûõ çàäà÷ òåîðèè ìßãêèõ ñåò÷àòûõ îáîëî÷åê è òåîðèè íåëèíåéíîé ôèëüòðàöèè
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ïðè íàëè÷èè òî÷å÷íûõ èñòî÷íèêîâ, ïîñòðîåíèå è èññëåäîâàíèå êîíå÷íîìåðíûõ àï-
ïðîêñèìàöèé ýòèõ çàäà÷, êîíñòðóèðîâàíèå è òåîðåòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå ñõîäèìîñòè
èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèß âàðèàöèîííûõ è êâàçèâàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ.
Ìåòîäû èññëåäîâàíèß ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé è ñõîäèìîñòè èòåðàöèîííûõ
ìåòîäîâ îïèðàþòñß íà àïïàðàò íåëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, âûïóêëîãî
àíàëèçà, òåîðèþ óðàâíåíèé è âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ ñ ìîíîòîííûìè è ïñåâäîìî-
íîòîííûìè îïåðàòîðàìè. Ïðè ïîñòðîåíèè êîíå÷íîìåðíûõ àïïðîêñèìàöèé èñïîëüçó-
åòñß òåîðèß ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Èçó÷åíèå ñõîäèìîñòè ñåòî÷íûõ ñõåì îïèðà-
åòñß íà ïîëó÷åíèå àïðèîðíûõ îöåíîê äëß ðåøåíèé êîíå÷íîìåðíûõ çàäà÷.
Íàó÷íàß íîâèçíà ðàáîòû. Ïðåäëîæåíû íîâûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè çàäà÷
òåîðèè íåëèíåéíîé ôèëüòðàöèè ïðè íàëè÷èè òî÷å÷íûõ èñòî÷íèêîâ è êîíòàêòíûõ çà-
äà÷ òåîðèè ìßãêèõ îáîëî÷åê, ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå èõ êîððåêòíîñòè. Ïîñòðîåíû è
èññëåäîâàíû ïðèáëèæåííûå ìåòîäû ðåøåíèß ýòèõ çàäà÷. Ïðåäëîæåíû è òåîðåòè÷å-
ñêè îáîñíîâàíû íîâûå èòåðàöèîííûå ìåòîäû ðåøåíèß âàðèàöèîííûõ è êâàçèâàðèà-
öèîííûõ íåðàâåíñòâ, âîçíèêàþùèõ, â ÷àñòíîñòè, â óêàçàííûõ âûøå çàäà÷àõ.
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè:
1. Ïðåäëîæåíû èòåðàöèîííûå ìåòîäû ñ ðàñùåïëåíèåì äëß ðåøåíèß âàðèàöèîí-
íûõ íåðàâåíñòâ ñ îïåðàòîðàìè ìîíîòîííîãî òèïà â ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ, íå
òðåáóþùèå îáðàùåíèß îïåðàòîðîâ èñõîäíîé çàäà÷è. Ïîëó÷åíû êðèòåðèè ñõîäèìîñòè
ýòèõ èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ, èñïîëüçóþùèå ïàðàìåòðû îïåðàòîðîâ âàðèàöèîííûõ
íåðàâåíñòâ.
2. Ïðåäëîæåíû èòåðàöèîííûå ìåòîäû ðåøåíèß êâàçèâàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ ñ
îïåðàòîðàìè ìîíîòîííîãî òèïà â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Ïîëó÷åíû êðèòåðèè ñõî-
äèìîñòè ýòèõ èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ, ôîðìóëèðóåìûå â òåðìèíàõ èñõîäíûõ äàííûõ
çàäà÷.
3. Ïðåäëîæåíû îáîáùåííûå ïîñòàíîâêè íåëèíåéíûõ ñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ ôèëü-
òðàöèè â ïðîèçâîëüíîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè ïðè íàëè÷èè òî÷å÷íûõ èñòî÷íèêîâ â
âèäå âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ. Äîêàçàíû òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèß îáîáùåííûõ ðå-
øåíèé.
4. Ïðåäëîæåíû îáîáùåííûå ïîñòàíîâêè íåëèíåéíûõ çàäà÷ òåîðèè ìßãêèõ ñåò-
÷àòûõ îáîëî÷åê ïðè íàëè÷èè ïðåïßòñòâèé â âèäå êâàçèâàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ.
Äîêàçàíû òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèß îáîáùåííûõ ðåøåíèé.
5. Ïîñòðîåíû êîíå÷íîýëåìåíòíûå àïïðîêñèìàöèè äëß ñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ ôèëü-
òðàöèè ñ ðàçðûâíûì çàêîíîì ôèëüòðàöèè ñ ïðåäåëüíûì ãðàäèåíòîì ïðè íàëè÷èè
òî÷å÷íûõ èñòî÷íèêîâ. Äîêàçàíà ñõîäèìîñòü è ïîëó÷åíû îöåíêè òî÷íîñòè.
6. Ïîñòðîåíû êîíå÷íîýëåìåíòíûå àïïðîêñèìàöèè äëß çàäà÷ îá îïðåäåëåíèè ïî-
ëîæåíèß ðàâíîâåñèß ìßãêèõ ñåò÷àòûõ îáîëî÷åê, îãðàíè÷åííûõ â ïåðåìåùåíèè ïðå-
ïßòñòâèßìè. Äîêàçàíà ñõîäèìîñòü è ïîëó÷åíû îöåíêè òî÷íîñòè.
Ïðàêòè÷åñêàß çíà÷èìîñòü. Ðåçóëüòàòû òåîðåòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé è ðàçðà-
áîòàííûå ÷èñëåííûå ìåòîäû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè ðåøåíèè çàäà÷ óâåëè÷å-
íèß íåôòåîòäà÷è, ïðè îïðåäåëåíèè ãðàíèö ïðåäåëüíî-ðàâíîâåñíûõ öåëèêîâ îñòàòî÷-
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íîé âßçêî-ïëàñòè÷íîé íåôòè, ïðè ïðîåêòèðîâàíèè ñòðîèòåëüíûõ è äðóãèõ êîíñòðóê-
öèé, ñèëîâîé îñíîâîé êîòîðûõ ßâëßþòñß àðìèðîâàííûå îáîëî÷êè.
Äîñòîâåðíîñòü íàó÷íûõ ðåçóëüòàòîâ. Âñå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â äèñ-
ñåðòàöèè ïîäòâåðæäåíû ñòðîãèìè ìàòåìàòè÷åñêèìè äîêàçàòåëüñòâàìè, à òàêæå ïî-
ëîæèòåëüíûì ñðàâíåíèåì ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ñ òî÷íûìè ðåøåíè-
ßìè äëß ìîäåëüíûõ çàäà÷.
Àïðîáàöèß ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà I  III Âñå-
ðîññèéñêèõ ñåìèíàðàõ "Òåîðèß ñåòî÷íûõ ìåòîäîâ äëß íåëèíåéíûõ êðàåâûõ çà-
äà÷"(Êàçàíü, 24-28 èþíß 1996 ã., 18-21 ñåíòßáðß 1998 ã., 18-21 ñåíòßáðß 2000 ã.),
íà Ìåæäóíàðîäíîé øêîëå - êîíôåðåíöèè, ïîñâßùåííîé 100-ëåòèþ ñî äíß ðîæ-
äåíèß Á.Ì. Ãàãàåâà "Àëãåáðà è àíàëèç"(Êàçàíü, 16-22 èþíß 1997 ã.), íà VII
 IX Âñåðîññèéñêîé øêîëå-ñåìèíàðå "Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ìàòåìàòè÷åñêîãî
ìîäåëèðîâàíèß"(Àáðàó-Äþðñî, 8-13 ñåíòßáðß 1997, 5-17 ñåíòßáðß 1999 ã., 8-13 ñåí-
òßáðß 2001 ã.), íà Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè "Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå â
íàóêå è òåõíèêå"(Èæåâñê 5-7 ôåâðàëß 1998 ã.), íà Ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèßõ
"Optimization of Finite Element Approximations"(Ñ.-Ïåòåðáóðã, 25-29 èþíß 1995 ã.,
25-29 èþíß 2001 ã.), íà íàó÷íîé êîíôåðåíöèè "Àêòóàëüíûå ïðîáëåìû ìàòåìàòè-
÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèß è èíôîðìàòèêè"(Êàçàíü, 30 ßíâàðß-06 ôåâðàëß 2002 ã.),
íà IV  VI Âñåðîññèéñêèõ ñåìèíàðàõ "Ñåòî÷íûå ìåòîäû äëß êðàåâûõ çàäà÷ è
ïðèëîæåíèß"(Êàçàíü, 13-16 ñåíòßáðß 2002 ã., 17-21 ñåíòßáðß 2004 ã., 1-4 îêòßáðß
2005 ã.), íà Âñåðîññèéñêîé êîíôåðåíöèè, ïîñâßùåííîé 70-ëåòèþ ñî äíß ðîæäåíèß
àêàä. À.Ô.Ñèäîðîâà (Åêàòåðèíáóðã, 3-7 ôåâðàëß 2003 ã.), íà Âîðîíåæñêèõ âåñåí-
íèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ øêîëàõ "Ïîíòðßãèíñêèå ÷òåíèß - XIV", "Ïîíòðßãèíñêèå ÷òå-
íèß - XV"(Âîðîíåæ , 3-9 ìàß 2003 ã., 3-9 ìàß 2004 ã.), íà XII, XIII Ìåæäóíàðîä-
íûõ êîíôåðåíöèßõ ïî âû÷èñëèòåëüíîé ìåõàíèêå è ñîâðåìåííûì ïðèêëàäíûì ïðî-
ãðàììíûì ñèñòåìàì (Âëàäèìèð, 30 èþíß - 5 èþëß 2003 ã., Àëóøòà, Êðûì, 25-31
ìàß 2005 ã.), íà Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè "Ëîìîíîñîâ-2004"(Ìîñêâà, 10-13 àï-
ðåëß 2004 ã.), Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ïî âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêå ÌÊÂÌ
-2004 (Íîâîñèáèðñê, 21-25 èþíß 2004 ã.), íà Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè
"Àêòóàëüíûå ïðîáëåìû ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè"(Êàçàíü, 27-30 ñåíòßáðß 2004 ã.),
íà Minisymposium "Recent Advances in Multi-phase ﬂow in porous media (Kazan, 24-
26 August 2004), íà Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè "Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû
ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèß"(Âîðîíåæ, 12-17 äåêàá-
ðß 2005 ã.), íà III Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè "Ìàòåìàòè÷åñêèå èäåè Ï.Ë.
×åáûøåâà è èõ ïðèëîæåíèß ê ñîâðåìåííûì ïðîáëåìàì åñòåñòâîçíàíèß"(Îáíèíñê, 14-
18 ìàß 2006 ã.), íà VII ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè "Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèß
è èõ ïðèëîæåíèß"(Ñàðàíñê, 17-21 ìàß 2006 ã.), íà Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôå-
ðåíöèè "Òèõîíîâ è ñîâðåìåííàß ìàòåìàòèêà"(Ìîñêâà, 19-25 èþíß 2006 ã.), íà íàó÷-
íîé êîíôåðåíöèè "Òåîðèß óïðàâëåíèß è ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå"(Èæåâñê,
3-8 èþëß 2006 ã.), íà íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ êàôåäðû âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè Êà-
çàíñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà ïîä ðóêîâîäñòâîì Ëßøêî À.Ä., íà èòîãîâûõ
íàó÷íûõ êîíôåðåíöèßõ Êàçàíñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà çà 19972006 ã.ã.
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Ïóáëèêàöèè. Ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî 47 ðàáîò. Îñíîâíûå ðåçóëüòà-
òû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [1-32], èç êîòîðûõ 14  â æóðíàëàõ, âõîäßùèõ â ïåðå÷åíü
ÂÀÊ Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè.
Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèß ñîñòîèò èç ââåäåíèß, ÷åòûðåõ ãëàâ
è ñïèñêà ëèòåðàòóðû, ñîäåðæàùåãî 265 íàèìåíîâàíèé. Îáùèé îáúåì ðàáîòû ñîñòàâ-
ëßåò 244 ñòðàíèöû, âêëþ÷àß 25 ðèñóíêîâ.
Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêòû 01-01-000616,
03-01-00380, 06-01-00633).
Ñîäåðæàíèå ðàáîòû
Âî ââåäåíèè îáîñíîâàíà àêòóàëüíîñòü òåìàòèêè èññëåäîâàíèé, ñôîðìóëèðîâà-
íà öåëü ðàáîòû, äàí îáçîð ðàáîò, áëèçêèõ ê òåìàòèêå äèññåðòàöèè, èçëîæåíî êðàòêîå
ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè.
Â ïåðâîé ãëàâå ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèß âàðè-
àöèîííûõ è êâàçèâàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ â ãèëüáåðòîâûõ è áàíàõîâûõ ïðîñòðàí-
ñòâàõ, óñòàíîâëåíû êðèòåðèè ñëàáîé ñõîäèìîñòè èòåðàöèîííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.
Åñòåñòâåííî, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè ýòèõ ìåòîäîâ äëß ðåøåíèß àïïðîêñèìèðóþùèõ
çàäà÷, ïîëó÷àåòñß ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé â íîðìàõ êîíå÷íîìåðíûõ ïðî-
ñòðàíñòâ. ×èñëåííàß ðåàëèçàöèß ðàññìîòðåíííûõ èòåðàöèîííûõ ïðîöåäóð ñâîäèòñß
ê ðåøåíèþ ñåòî÷íûõ óðàâíåíèé è íåðàâåíñòâ, òåîðèß êîòîðûõ õîðîøî ðàçâèòà (ñì.,
íàïðèìåð, êíèãè À.À. Ñàìàðñêîãî è Å.Ñ. Íèêîëàåâà; Ð. Ãëîâèíñêè, Æ.-Ë. Ëèîíñà è
Ð. Òðåìîëüåðà è äð.).
Ðàññìîòðåíû ñìåøàííûå âàðèàöèîííûå íåðàâåíñòâà ñ îáðàòíî ñèëüíî ìîíîòîí-
íûìè, âîîáùå ãîâîðß, íå ïîòåíöèàëüíûìè îïåðàòîðàìè è ñîáñòâåííûìè âûïóêëûìè
ïîëóíåïðåðûâíûìè ñíèçó ôóíêöèîíàëàìè. Äëß ðåøåíèß íåðàâåíñòâ ïðåäëîæåíû ìå-
òîäû ðàñùåïëåíèß, â îñíîâå êîòîðûõ ëåæàò ïðèìåíßåìûå â ïîòåíöèàëüíîì ñëó÷àå
èäåè äâîéñòâåííîñòè ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàñøèðåííîãî ëàãðàíæèàíà (ñì., íàïðèìåð,
ðàáîòû Ä. Ãàáýß, Ï.Ë. Ëèîíñà, Á. Ìåðñüå, Å.Ã. Ãîëüøòåéíà, Í.Â. Òðåòüßêîâà è äð.).
Îòìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå îò ðàíåå ïðåäëàãàåìûõ àëãîðèòìîâ, ðàññìîòðåííûå èòå-
ðàöèîííûå ïðîöåññû íå òðåáóþò îáðàùåíèß îïåðàòîðîâ, âõîäßùèõ â âàðèàöèîííûå
íåðàâåíñòâà. Èññëåäîâàíèå ñõîäèìîñòè ìåòîäîâ îñíîâàíî íà ïðèìåíåíèè ðåçóëüòà-
òîâ òåîðèè íåðàñòßãèâàþùèõ îòîáðàæåíèé (ñì., íàïðèìåð, ðàáîòû Ô.Å. Áðàóäåðà,
Â.Â. Ïåòðóøèíà, Ç. Îïèàëß è äð.)
Â çàêëþ÷åíèå ïðåäëîæåí èòåðàöèîííûé ìåòîä ðåøåíèß êâàçèâàðèàöèîííûõ
íåðàâåíñòâ â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ ñ ïñåâäîìîíîòîííûì, ïîòåíöèàëüíûì, êîýð-
öèòèâíûì îïåðàòîðîì. Êàæäûé øàã ýòîãî ìåòîäà ñâîäèòñß ê ðåøåíèþ âàðèàöèîííî-
ãî íåðàâåíñòâà ñ îïåðàòîðîì äâîéñòâåííîñòè, êîòîðûé îáëàäàåò ëó÷øèìè ñâîéñòâàìè
ïî ñðàâíåíèþ ñ èñõîäíûì ïñåâäîìîíîòîííûì îïåðàòîðîì. Ïîëó÷åíû êðèòåðèè ñõî-
äèìîñòè èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà.
Îòìåòèì, ÷òî äàëåå, â ÷åòâåðòîé ãëàâå äèññåðòàöèè, ýòè èòåðàöèîííûå ìåòîäû
ïðèìåíåíû äëß ðåøåíèß ðàññìàòðèâàåìûõ â äèññåðòàöèè çàäà÷ òåîðèè ôèëüòðàöèè
è òåîðèè ìßãêèõ ñåò÷àòûõ îáîëî÷åê.
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Â  1 ïåðâîé ãëàâû ðàññìàòðèâàåòñß çàäà÷à ïîèñêà òàêîãî ýëåìåíòà u ∈ V , ÷òî
(Au, η − u)V + Φ(Λη)− Φ (Λu) + F (η)− F (u) ≥ (f, η − u)V ∀ η ∈ V, (1)
ãäå V , H  ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà, îòîæäåñòâëåííûå ñî ñâîèìè ñîïðßæåííûìè
(ñîîòâåòñòâåííî (·, ·)V , (·, ·)H  ñêàëßðíûå ïðîèçâåäåíèß); Λ : V → H  ëèíåéíûé,
íåïðåðûâíûé îïåðàòîð, F : V → R1, Φ : H → R1  ñîáñòâåííûå, âûïóêëûå, ïîëóíå-
ïðåðûâíûå ñíèçó ôóíêöèîíàëû, f ∈ V  çàäàííûé ýëåìåíò, A : V → V  ìîíîòîííûé
îïåðàòîð.
Ðåøåíèå çàäà÷è (1) îñóùåñòâëßåòñß ïðè ïîìîùè ñëåäóþùåãî èòåðàöèîííîãî ïðî-
öåññà. Çàäàäèì τ > 0, r > 0, è ïóñòü u(0) ∈ V , y(0) ∈ H, λ(0) ∈ H  ïðîèçâîëüíûå




, η − u(k+1)
)
V
+ F (η)− F (u(k+1)) ≥
≥ (f − Au(k) − Λ∗λ(k) − rΛ∗(Λu(k) − y(k)), η − u(k+1))
V
∀ η ∈ V. (2)
Çàòåì íàõîäèì y(k+1), ðåøàß ñëåäóþùóþ çàäà÷ó:
r
(
y(k+1), z − y(k+1))
H
+ Φ(z)− Φ(y(k+1)) ≥ (rΛu(k+1) + λ(k), z − y(k+1))
H
∀ z ∈ H, (3)
Ïîëàãàåì, íàêîíåö,
λ(k+1) = λ(k) + r
(
Λu(k+1) − y(k+1)) . (4)
Çäåñü Λ∗ : H → V  ñîïðßæåííûé ê Λ îïåðàòîð:
(Λ∗y, η)V = (y,Λη)H ∀ y ∈ H, ∀ η ∈ V. (5)
Èññëåäîâàíèå ñõîäèìîñòè ýòîãî ìåòîäà îïèðàåòñß íà ïðåäñòàâëåíèè åãî â âèäå
ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé îòûñêàíèß íåïîäâèæíîé òî÷êè îïåðàòîðà
T : V × H × H → V × H × H, ñòàâßùåãî â ñîîòâåòñòâèå ïðîèçâîëüíîìó âåêòîðó
q = ( q1, q2, q3 ) = (u, y, λ ) ýëåìåíò Tq = (T1 q, T2 q, T3 q) ñëåäóþùèì îáðàçîì:




Aq1 − f + Λ∗q3 + rΛ∗(Λq1 − q2)
])
,
T2 q = P 1/rΦ
(
ΛT1 q + r
−1 q3
)
, T3 q = q3 + r (ΛT1 q − T2 q) ,
ãäå ÷åðåç Pϕ : Y → Y îáîçíà÷åíî ïðîêñèìàëüíîå îòîáðàæåíèå ñ ôóíêöèîíàëîì ϕ:
Pϕ(y) = z : (z − y, η − z)Y + ϕ(η)− ϕ(z) ≥ 0 ∀η ∈ Y,
òàê ÷òî èòåðàöèîííûé ïðîöåññ (2)  (4) çàïèñûâàåòñß â âèäå
q(k+1) = Tq(k), q(0) ∈ V ×H ×H − ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò, (6)
ãäå q(k) = (u(k), y(k), λ(k)), k = 0, 1, 2 . . .
Óñòàíîâëåíà ñâßçü ìåæäó ìíîæåñòâîì ðåøåíèåì çàäà÷è (1) è ìíîæåñòâîì íåïî-
äâèæíûõ òî÷åê îïåðàòîðà T :
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Òåîðåìà 1. Òî÷êà q = (u, y, λ) ßâëßåòñß íåïîäâèæíîé òî÷êîé îïåðàòîðà T â
òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà âûïîëíåíû óñëîâèß
y = Λu , λ ∈ ∂Φ(y), −Λ∗λ ∈ ∂F (u) + Au ;
ïðè ýòîì ïåðâàß êîìïîíåíòà u ëþáîé íåïîäâèæíîé òî÷êè (u, y, λ) îïåðàòîðà T
ßâëßåòñß ðåøåíèåì çàäà÷è (1).
Òåîðåìà 2. Ïóñòü ñóùåñòâóåò ðåøåíèå çàäà÷è (1), è âûïîëíåíî óñëîâèå:
∃ y∗ ∈ Λ (domF ) ∩ domΦ : lim
y→y∗
Φ(y) = Φ(y∗).
Òîãäà ìíîæåñòâî íåïîäâèæíûõ òî÷åê îïåðàòîðà T íå ïóñòî.









îïðåäåëßþùàß, ïðè óñëîâèè τr < 1, ñêàëßðíîå ïðîèçâåäåíèå. Ïðîñòðàíñòâî ñ ýòèì
ñêàëßðíûì ïðîèçâåäåíèåì îáîçíà÷åíî ÷åðåç Q.
Â äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàåòñß, ÷òî îïåðàòîð A ßâëßåòñß îáðàòíî ñèëüíî ìîíî-
òîííûì ñ êîíñòàíòîé σ > 0, òî åñòü
(Au− Aη, u− η)V ≥ σ ‖Au− Aη‖2V ∀ u, η ∈ V.
Èññëåäîâàíèå ñõîäèìîñòè èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà (6) îïèðàåòñß íà ñëåäóþùèé
ðåçóëüòàò î ñâîéñòâàõ îïåðàòîðà ïåðåõîäà T :
Òåîðåìà 3. Ïóñòü îïåðàòîð A ßâëßåòñß îáðàòíî ñèëüíî ìîíîòîííûì ñ êîí-




2σ r + 1
. (7)
Òîãäà îïåðàòîð T ßâëßåòñß íåðàñòßãèâàþùèì.
Áîëåå òîãî, äëß ïðîèçâîëüíûõ q = (q1, q2, q3) è p = (p1, p2, p3) èç Q ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî
‖Tq − Tp‖2Q + δ (Aq1 − Ap1, q1 − p1)V + r ‖(q2 − ΛT1q)− (p2 − ΛT1p)‖2H +
+
1
τ(1− τ r) ‖(1− τ r)((q1 − T1q)− (p1 − T1p))− τ (Aq1 − Ap1)‖
2
V ≤ ‖q − p‖2Q ,
ãäå
δ =
2σ − τ(2σ r + 1)
σ(1− τ r) .
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ïîñòðîåíà ñîãëàñíî ïðàâèëó q(k+1) = Tq(k), q(0) ∈ Q  ïðîèç-
âîëüíî çàäàííûé ýëåìåíò. Òîãäà ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñß ñëàáî â Q ïðè











Â  2 ïåðâîé ãëàâû ðàññìîòðåíà çàäà÷à ïîèñêà u ∈ V òàêîãî, ÷òî
(Au, η − u)V + (Λ∗ ◦B ◦ Λ(u), η − u)V +
+G (Λη)−G (Λu) + F (η)− F (u) ≥ 0 ∀ η ∈ V, (8)
ãäå Λ : V → H  ëèíåéíûé, íåïðåðûâíûé îïåðàòîð, B : H → H è A : V → V
 ìîíîòîííûå îïåðàòîðû, F : V → R 1 è G : H → R 1  ñîáñòâåííûå, âûïóêëûå,
ïîëóíåïðåðûâíûå ñíèçó ôóíêöèîíàëû, Λ∗ : H → V  ñîïðßæåííûé ê Λ îïåðàòîð.
Äëß ðåøåíèß ýòîãî âàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà ïðåäëîæåí ñëåäóþùèé èòåðàöè-
îííûé ïðîöåññ. Çàäàäèì τA > 0, τB > 0 è r > 0. Ïóñòü u(0) ∈ V , y(0) ∈ H è λ(0) ∈ H









Au(k) + Λ∗ λ(k) + rΛ∗
(
Λu(k) − y(k)) , η − u(k+1) )
V
+
+F (η)− F (u(k+1)) ≥ 0 ∀ η ∈ V. (9)








By(k) − λ(k))− r (Λu(k+1) − y(k)) , z − y(k+1))
H
+
+G(z)−G(y(k+1)) ≥ 0 ∀ z ∈ H. (10)
Ïîëàãàåì, íàêîíåö,
λ(k+1) = λ(k) + r
(
Λu(k+1) − y(k+1)) (11)
Òàê æå, êàê è â  1, ââîäèòñß îïåðàòîð T : V × H × H → V × H × H, ñòàâß-
ùèé â ñîîòâåòñòâèå âåêòîðó q = ( q1, q2, q3 ) = (u, y, λ ) ýëåìåíò Tq = (T1q, T2q, T3q)
ñëåäóþùèì îáðàçîì:





∗q3 + rΛ∗(Λq1 − q2)
])
,




Bq2 − q3 + r (q2 − ΛT1q)
])
, T3q = q3 + r (ΛT1q − T2q) .
Ïðè ýòîì èòåðàöèîííûé ïðîöåññ (9)  (11) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå{
q(0) − ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò
q(k+1) = Tq(k), q(k) = (u(k), y(k), λ(k)), k = 0, 1, 2 . . . ,
(12)
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Òåîðåìà 5. Òî÷êà q = (u, y, λ) ßâëßåòñß íåïîäâèæíîé òî÷êîé îïåðàòîðà T â
òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà âûïîëíåíû óñëîâèß:
y = Λu , λ ∈ ∂G(y) +By, −Λ∗λ ∈ ∂F (u) + Au ;
ïðè ýòîì ïåðâàß êîìïîíåíòà u ëþáîé íåïîäâèæíîé òî÷êè îïåðàòîðà T ßâëßåòñß
ðåøåíèåì çàäà÷è (8).
Òåîðåìà 6. Ïóñòü ñóùåñòâóåò ðåøåíèå çàäà÷è (8), è âûïîëíåíî óñëîâèå:
∃ y∗ ∈ Λ (domF ) ∩ domG : lim
y→y∗
G(y) = G(y∗).
Òîãäà ìíîæåñòâî íåïîäâèæíûõ òî÷åê îïåðàòîðà T íå ïóñòî.
Òåîðåìà 7. Ïóñòü ìíîæåñòâî íåïîäâèæíûõ òî÷åê îïåðàòîðà T íå ïóñòî,




2 σA r + 1
, τB <
2σB







ïîñòðîåíà ñîãëàñíî (12). Òîãäà ýòà ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñß ñëàáî ê q∗ â Q ïðè k → +∞, q∗ ßâëßåòñß íåïîäâèæíîé
òî÷êîé îïåðàòîðà T , è ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà
lim
k→+∞




∥∥q(k+1) − q(k) ∥∥
Q
= 0.
Â  3 ïåðâîé ãëàâû ðàññìîòðåíà çàäà÷à ïîèñêà ýëåìåíòà u ∈ M ⊆ V , ßâëßþùå-
ãîñß ðåøåíèåì ñëåäóþùåãî êâàçèâàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà:
〈Au, η − u〉 ≥ 〈f, η − u〉 ∀ η ∈M(u), (13)
ãäå V  ðåôëåêñèâíîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, ñòðîãî âûïóêëîå âìåñòå ñî ñâîèì ñî-
ïðßæåííûì V ∗, ‖ · ‖V  íîðìà â V , 〈·, ·〉  îòíîøåíèå äâîéñòâåííîñòè ìåæäó V è
V ∗, M  ñëàáî çàìêíóòîå, âîîáùå ãîâîðß, íå âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî V ; êàæäîìó
ýëåìåíòó u ∈ M ñîïîñòàâëåíî âûïóêëîå, çàìêíóòîå ìíîæåñòâî M(u) ⊆ M , f ∈ V ∗ 
çàäàííûé ýëåìåíò, A : V → V ∗  ïñåâäîìîíîòîííûé, ïîòåíöèàëüíûé, êîýðöèòèâíûé
îïåðàòîð, óäîâëåòâîðßþùèé óñëîâèþ:
‖Au− Av‖V ∗ ≤ µ(R)Ψ(‖u− v‖V ) ∀ u, v ∈ V, (14)
ãäå R = max{‖u‖V , ‖v‖V }, µ  íåóáûâàþùàß íà [0,+∞) ôóíêöèß, Ψ  íåïðåðûâíàß,
ñòðîãî âîçðàñòàþùàß íà [0,+∞) ôóíêöèß, òàêàß, ÷òî Ψ(0) = 0, Ψ(ξ) → +∞ ïðè
ξ → +∞.
Îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà M(u) ñ÷èòàåòñß, ÷òî u ∈ M(u), è âûïîëíåíî óñëîâèå:
ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {u(k)} ⊂ M ñëàáî ñõîäèòñß ê ýëåìåíòó u (â ñèëó ñëàáîé
çàìêíóòîñòè M ýëåìåíò u ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó M), òîãäà äëß ïðîèçâîëüíîãî
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ýëåìåíòà η ∈ M(u) íàéäåòñß òàêàß ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {η(k)}, η(k) ∈ M(u(k)), ÷òî:
limk→+∞ η(k) = η, ò.å. ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå u→M(u) ïîëóíåïðåðûâíî ñíèçó.
Äëß ðåøåíèß çàäà÷è (13) ïðåäëîæåí ñëåäóþùèé èòåðàöèîííûé ïðîöåññ, ïîçâî-
ëßþùèé ñâåñòè åå ê âàðèàöèîííîìó íåðàâåíñòâó ñ îïåðàòîðîì äâîéñòâåííîñòè âìåñòî
èñõîäíîãî ïñåâäîìîíîòîííîãî îïåðàòîðà.
Ïóñòü çàäàí ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò u(0) ∈ M . Äëß k = 0, 1, 2, . . ., îïðåäåëèì
u(k+1) ∈M(u(k)) êàê ðåøåíèå âàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà:
〈J(u(k+1) − u(k)), v − u(k+1)〉 ≥ τ〈f − Au(k), v − u(k+1)〉 ∀ v ∈M(u(k)), (15)
ãäå τ > 0 èòåðàöèîííûé ïàðàìåòð, J : V → V ∗  îïåðàòîð äâîéñòâåííîñòè, ïîðîæäà-
åìûé ôóíêöèåé Ψ.
Äîêàçàíà
Òåîðåìà 8. Ïóñòü M  âûïóêëîå ìíîæåñòâî, è âûïîëíåíî óñëîâèå
0 < τ < min{1, 1/µ0}, µ0 = µ(R0 +Ψ−1(R1)), (16)
ãäå R0 = sup
u∈S0
‖u‖V , R1 = sup
u∈S0
‖Au − f‖V ∗ , S0 = {u ∈ M : F (u) 6 F (u0)}. Òîãäà
èòåðàöèîííàß ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {u(k)}, ïîñòðîåííàß ñîãëàñíî (15), îãðàíè÷åíà â
V , è âñå åå ñëàáî ïðåäåëüíûå òî÷êè ßâëßþòñß ðåøåíèßìè çàäà÷è (13).
Ôóíêöèîíàë F : V → R1, ó÷àñòâóþùèé â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû, îïðåäåëåí
ñîîòíîøåíèåì




è èç åãî êîýðöèòèâíîñòè âûòåêàåò, ÷òî R0 < +∞, à èç îãðàíè÷åííîñòè îïåðàòîðà A
ñëåäóåò, ÷òî R1 < +∞. Òàêèì îáðàçîì, 0 < µ0 < +∞, ò.å. èòåðàöèîííûé ïàðàìåòð â
(16) îïðåäåëåí êîððåêòíî.
Âòîðàß ãëàâà ïîñâßùåíà èññëåäîâàíèþ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ïðîöåññîâ
óñòàíîâèâøåéñß ôèëüòðàöèè íåñæèìàåìîé æèäêîñòè, ñëåäóþùåé íåëèíåéíîìó çà-
êîíó ôèëüòðàöèè, â ïðîèçâîëüíîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè ïðè íàëè÷èè òî÷å÷íûõ èñ-
òî÷íèêîâ. Ðàññìàòðèâàþòñß ñëó÷àè êàê íåïðåðûâíîãî, òàê è ìíîãîçíà÷íîãî çàêîíîâ
ôèëüòðàöèè. Ïðåäïîëàãàåòñß, ÷òî ôóíêöèß, îïðåäåëßþùàß çàêîí ôèëüòðàöèè, èìååò
ëèíåéíûé ðîñò íà áåñêîíå÷íîñòè.
Â ñëó÷àå, êîãäà îáëàñòü ôèëüòðàöèè è ôóíêöèß, îïðåäåëßþùàß çàêîí ôèëüòðà-
öèè, èìåþò ñïåöèàëüíûé âèä, óêàçàííûå çàäà÷è èññëåäîâàëèñü íà îñíîâå ïðåîáðàçî-
âàíèé òèïà ãîäîãðàôà îáëàñòè è ìåòîäàìè òåîðèè ñòðóé â ðàáîòàõ À.Ì. Àëèøàåâà,
Â.Ì. Åíòîâà, Í.Á. Èëüèíñêîãî, Þ.Ì. Ìîëîêîâè÷à, Ý.Â. Ñêâîðöîâà, Ë.Ì. Êîòëßðà è
äð.
Âîïðîñàì èññëåäîâàíèß êîððåêòíîñòè ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé è ñîîòâåòñòâó-
þùèõ ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ äëß óñòàíîâèâøèõñß è íåóñòàíîâèâøèõñß ïðîöåññîâ
ôèëüòðàöèè íåñæèìàåìîé æèäêîñòè, ñëåäóþùåé íåëèíåéíîìó çàêîíó ôèëüòðàöèè
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(ñ ïðåäåëüíûì ãðàäèåíòîì, ñ ìíîãîçíà÷íûì çàêîíîì) ïîñâßùåíû ðàáîòû À.Ä. Ëßø-
êî, Ì.Ì. Êàð÷åâñêîãî, À.Â. Ëàïèíà, È.Á. Áàäðèåâà, Ì.Ô. Ïàâëîâîé è äð. Â ýòèõ
ðàáîòàõ â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè óñòàíàâëèâàåòñß ñóùåñòâîâà-
íèå îáîáùåííîãî ðåøåíèß ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è ñ çàêîíîì ôèëüòðàöèè, çàäàâàåìûì
ôóíêöèåé, èìåþùåé ñòåïåííîé (â òîì ÷èñëå è ëèíåéíûé) ðîñò íà áåñêîíå÷íîñòè.
Ïðè ýòîì îáîáùåííûå çàäà÷è ôîðìóëèðóþòñß â âèäå óðàâíåíèé èëè âàðèàöèîííûõ
íåðàâåíñòâ ñ îïåðàòîðîì, äåéñòâóþùèì â ñëó÷àå ëèíåéíîãî ðîñòà èç ãèëüáåðòîâà
ñîáîëåâñêîãî ïðîñòðàíñòâà â ñîïðßæåííîå.
Â íàñòîßùåé ãëàâå ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå íåëèíåéíûõ çàäà÷ ôèëüòðàöèè ñ ìå-
íåå ãëàäêîé ïðàâîé ÷àñòüþ: â íåîäíîìåðíîì ñëó÷àå äåëüòà-ôóíêöèß Äèðàêà, ìîäåëè-
ðóþùàß òî÷å÷íûé èñòî÷íèê, íå ïðèíàäëåæèò óêàçàííîìó ñîïðßæåííîìó ïðîñòðàí-
ñòâó. Îáîéòè ýòó òðóäíîñòü óäàëîñü áëàãîäàðß àääèòèâíîìó âûäåëåíèþ îñîáåííîñòè,
ñâßçàííîé ñ äåëüòà-ôóíêöèåé.
Â  1 âòîðîé ãëàâû ðàññìàòðèâàåòñß ñòàöèîíàðíàß çàäà÷à ôèëüòðàöèè íåñæè-
ìàåìîé æèäêîñòè, ñëåäóþùåé íåëèíåéíîìó çàêîíó ôèëüòðàöèè
v = −g( |∇w | ) |∇w |−1∇w , (17)
ãäå v  ïîëå ñêîðîñòåé ôèëüòðàöèè, w  ïîëå äàâëåíèß æèäêîñòè. Ôèëüòðàöèß ïðî-
èñõîäèò â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω ⊂ Rn, n ≥ 2 ñ ëèïøèö-íåïðåðûâíîé ãðàíèöåé Γ,
íà êîòîðîé äàâëåíèå ñ÷èòàåòñß ðàâíûì íóëþ, ïðè íàëè÷èè òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà ñ
èíòåíñèâíîñòüþ q â íà÷àëå êîîðäèíàò (ñ÷èòàåì, ÷òî íà÷àëî êîîðäèíàò  âíóòðåííßß
òî÷êà Ω). Óêàçàííûé ïðîöåññ ôèëüòðàöèè îïèñûâàåòñß ñëåäóþùåé êðàåâîé çàäà÷åé
−div v(x) = q δ(x), x ∈ Ω, (18)
w(x) = 0, x ∈ Γ . (19)
Ñ÷èòàåì, ÷òî ôóíêöèß g, îïðåäåëßþùàß çàêîí ôèëüòðàöèè (17), ïðåäñòàâèìà â âèäå:
g(s) =
{
0 , s ≤ s0
g0(s− s0) , s ≥ s0, (20)
s0 ≥ 0  çàäàííîå ÷èñëî (ñëó÷àé s0 > 0 ñîîòâåòñòâóåò çàêîíó ôèëüòðàöèè ñ ïðåäåëü-
íûì ãðàäèåíòîì s0), ôóíêöèß g0 : [0,+∞)→ R1 ñòðîãî âîçðàñòàåò, g0(0) = 0,
g0(s)− g0(t) ≥ k (s− t) ∀ s ≥ t ≥ s∗, | g0(s)− g0(t) | ≤ L | s− t | ∀ s, t ≥ 0. (21)
Ïîä îáîáùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (18), (19) ïîíèìàåòñß ôóíêöèß w ∈ ◦W (1)1 (Ω)
òàêàß, ÷òî âûïîëíåíî ñëåäóþùåå âàðèàöèîííîå ðàâåíñòâî∫
Ω
(G(∇w(x)),∇η(x)) dx = q η(0) ∀ η ∈ C∞0 (Ω), (22)
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ãäå îïåðàòîð G : Rn → Rn îïðåäåëåí ïî ôóíêöèè g ñëåäóþùèì îáðàçîì:
G(y) =
{
g(|y|) | y |−1 y , y 6= 0,
0 , y = 0.
(23)
Ïðè èññëåäîâàíèè çàäà÷è (22) èñïîëüçîâàí ÷àñòíûé ñëó÷àé ýòîé çàäà÷è ïðè
Ω = Br = {x ∈ Rn : |x| < r}, Γ = Sr = {x ∈ Rn : |x| = r} :
íàéòè w ∈ ◦W (1)1 (Br) :
∫
Br
(G(∇w(x)),∇η(x)) dx = q η(0) ∀η ∈ C∞0 (Br). (24)
Ðåøåíèå çàäà÷è (24) îïðåäåëåíî â ßâíîì âèäå:








ãäå σ1 = mesS1, h(s) = h0(s) + s0, ôóíêöèß h0 ßâëßåòñß îáðàòíîé ê g0.
Äàëåå r âûáèðàåòñß äîñòàòî÷íî áîëüøèì, òàê, ÷òîáû âûïîëíßëîñü âêëþ÷åíèå
Ω ⊆ Br, è, ïîñêîëüêó 0 ßâëßåòñß âíóòðåííåé òî÷êîé Ω, òî ñóùåñòâóåò òàêîå ε > 0,
÷òî Γ ⊂ Br \ Bε. Óñòàíîâëåíî, ÷òî wr ∈ W (1)2 (Ω \ Bε), à çíà÷èò, íàéäåòñß ôóíêöèß
wΓ ∈ W (1)2 (Ω), äëß êîòîðîé âûïîëíåíî óñëîâèå
wΓ(x) = −wr(x) , x ∈ Γ. (26)




2 (Ω)  íåèç-
âåñòíàß ôóíêöèß. Ïîñêîëüêó C∞0 (Ω) ⊆ C∞0 (Br), òî çàäà÷à (22) ñâîäåíà ê ñëåäóþùåé:
íàéòè u ∈ V :
∫
Ω
(G(∇(wr + wΓ + u))−G(∇wr),∇η) dx = 0 ∀ η ∈ C∞0 (Ω). (27)




(G(∇(wr + wΓ + u))−G(∇wr),∇η) dx u, η ∈ V,
ãäå (·, ·)V  ñêàëßðíîå ïðîèçâåäåíèå íà V .
Óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (20), (21) îïåðàòîð A ßâëßåòñß îáðàò-
íî ñèëüíî ìîíîòîííûì ñ ïîñòîßííîé σ = 1/L è êîýðöèòèâíûì, è, ïîñêîëüêó çàäà÷ó
(27) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå óðàâíåíèß Au = 0, òî íà îñíîâå ðåçóëüòàòîâ òåîðèè óðàâ-
íåíèé ñ ìîíîòîííûìè îïåðàòîðàìè ïîëó÷åíî ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèß çàäà÷è (22).
Â  2 ãëàâû 2 ðàññìîòðåíà ñòàöèîíàðíàß çàäà÷à ôèëüòðàöèè íåñæèìàåìîé æèä-
êîñòè ïðè íàëè÷èè âíåøíèõ èñòî÷íèêîâ, â òîì ÷èñëå òî÷å÷íûõ ñ èíòåíñèâíîñòüþ qi,
ñîñðåäîòî÷åííûõ â òî÷êàõ x(i), i = 1, 2, . . .m. Ôèëüòðàöèß ïðîèñõîäèò â îãðàíè÷åííîé
13





mesΓ1 > 0, íà Γ1 äàâëåíèå ñ÷èòàåòñß ðàâíûì íóëþ, Γ2  íåïðîíèöàåìà). Ïîëå ñêî-
ðîñòåé ôèëüòðàöèè v(x), x ∈ Ω îïðåäåëßåòñß ïî ïîëþ äàâëåíèé w â ñîîòâåòñòâèè ñ







f (x), x ∈ Ω, (28)
w(x) = 0, x ∈ Γ1, (v(x), ν(x)) = 0, x ∈ Γ2, ν − âíåøíßß íîðìàëü , (29)
ïðåäïîëàãàåòñß, ÷òî
∼




Ïîä ðåøåíèåì çàäà÷è (28), (29) ïîíèìàåòñß òàêàß ôóíêöèß w ∈ W (1)1 (Ω), ÷òî










f (x)η(x) dx ∀ η ∈ C∞Γ1(Ω), (30)
ãäå G  îïåðàòîð, îïðåäåëåííûé â (23), à ÷åðåç C∞Γ1(Ω) îáîçíà÷åíî ìíîæåñòâî áåñêî-
íå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ â Ω ôóíêöèé, ðàâíûõ íóëþ â îêðåñòíîñòè Γ1.










(G(∇w(i)r (x)),∇η(x)) dx = qiη(x(i)) ∀ η ∈ C∞0 (Bir). (31)











Äàëåå r âûáðàíî äîñòàòî÷íî áîëüøèì, òàê, ÷òîáû âûïîëíßëèñü âêëþ÷åíèß Ω ⊆ Bir,




w(i)r (x) , x ∈ Ω . (33)
Òàê êàê ïîïàðíî ðàçëè÷íûå òî÷êè x(i), i = 1, 2, . . .m, ßâëßþòñß âíóòðåííèìè òî÷êàìè
Ω, òî ñóùåñòâóåò òàêîå ε > 0, ÷òî Biε
⋂
Bjε = ∅ ïðè i 6= j, è Γ
⋂
Biε = ∅ äëß ëþáîãî i,




ε, è, òàêèì îáðàçîì, íàéäåòñß ôóíêöèß
wΓ, äëß êîòîðîé âûïîëíåíû óñëîâèß
wΓ ∈ W (1)2 (Ω) , wΓ(x) = −wr(x) , x ∈ Γ1. (34)
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Ðåøåíèå çàäà÷è (30) èùåòñß â âèäå w = wr + wΓ + u, ãäå u ∈ V  íåèçâåñòíàß
ôóíêöèß, V = {η ∈ W (1)2 (Ω) : η(x) = 0 , x ∈ Γ1}, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé, ñ ó÷åòîì
ðàâåíñòâ (31), ñôîðìóëèðîâàíà çàäà÷à:∫
Ω
(









f (x)η(x) dx ∀ η ∈ C∞Γ1(Ω). (35)











è çàäà÷à (35) çàïèñûâàåòñß â âèäå óðàâíåíèß: Au = f .
Äîêàçàíî, ÷òî îïåðàòîð A ßâëßåòñß îáðàòíî ñèëüíî ìîíîòîííûì è êîýðöèòèâ-
íûì, è, íà îñíîâå ýòèõ ñâîéñòâ, óñòàíîâëåíî ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèß çàäà÷ (35), (30)
è åäèíñòâåííîñòü ñêîðîñòè ôèëüòðàöèè.
Â  3 âòîðîé ãëàâû ðàññìîòðåíà çàäà÷à ôèëüòðàöèè (28), (29) â ïðåäïîëîæåíèè,
÷òî æèäêîñòü ñëåäóåò ìíîãîçíà÷íîìó çàêîíó ôèëüòðàöèè
−v(x) ∈ g¯(|∇w(x)|)|∇w(x)| ∇w(x), x ∈ Ω. (37)
Ñ÷èòàåòñß, ÷òî ìíîãîçíà÷íàß ôóíêöèß g¯ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå:
g¯(s) = g(s) + θ H(s− β), s ≥ 0, (38)
ãäå ôóíêöèß g óäîâëåòâîðßåò óñëîâèßì (20), (21), H îïðåäåëåíà ïî ôîðìóëå
H(s) =

0, s < 0,
[0, 1], s = 0,
1, s > 0,
(39)
θ > 0 è β ≥ s0  çàäàííûå ÷èñëà, (s0  êîíñòàíòà èç (20)).
Ïîä ðåøåíèåì ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è ôèëüòðàöèè íåñæèìàåìîé æèäêîñòè, ñëåäó-
þùåé ìíîãîçíà÷íîìó çàêîíó (37), ïðè íàëè÷èè òî÷å÷íûõ èñòî÷íèêîâ èíòåíñèâíîñòè















f (x)η(x) dx ∀ η ∈ C∞Γ1(Ω), (40)
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0, s < 0,
s, s ≥ 0,
Ïóñòü, äàëåå, ôóíêöèè wr, w(i)r , i = 1, 2, . . .m, wΓ çàäàíû ñîãëàñíî (33) è (34), ïðî-
ñòðàíñòâî V îïðåäåëåíî òàê æå, êàê è â  2 ãëàâû 2.
Ðåøåíèå çàäà÷è (40) èùåòñß â âèäå w = wr + wΓ + u, ãäå u ∈ V  íåèçâåñòíàß
ôóíêöèß, è, ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâ (31), çàäà÷à (40) ñâîäèòñß ê ñëåäóþùåé:













ϕ(|∇(η + wr + wΓ + u)| − β) dx− θ
∫
Ω





f η dx ∀ η ∈ C∞Γ1(Ω). (41)
Ââåäåíû â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèîíàë Φ : Y = [L2(Ω)]n → R 1, îïåðàòîð Λ : V →




ϕ(|∇(wr + wΓ) + ξ| − β) dx, (42)
Λ(u) = ∇u , (Λ∗(ξ), u)V =
∫
Ω
(ξ,∇u) dx ∀u ∈ V, ξ ∈ Y,
ãäå ξ(x) = (ξ1(x), ξ2(x), . . . ξn(x)), ξi ∈ L2(Ω), i = 1, 2, . . . n.
Óñòàíîâëåíî, ÷òî ôóíêöèîíàë Φ, îïðåäåëåííûé â (42), êîíå÷åí íà âñåì ïðîñòðàí-
ñòâå, ßâëßåòñß âûïóêëûì, ëèïøèö-íåïðåðûâíûì è, ñëåäîâàòåëüíî, âñþäó ñóáäèôôå-
ðåíöèðóåìûì. Äîêàçàíî, ÷òî äëß êàæäîãî y ∈ ∂Φ(ξ) ⊂ Y ñóùåñòâóåò òàêàß ôóíêöèß
χy, ÷òî äëß ïî÷òè âñåõ x èç Ω âûïîëíåíû ðàâåíñòâî
y(x) = χy(x)
∇(wr(x) + wΓ(x)) + ξ(x)
|∇(wr(x) + wΓ(x)) + ξ(x)| (43)
è âêëþ÷åíèå
χy(x) ∈ θ H(|∇(wr(x) + wΓ(x)) + ξ(x)| − β). (44)
Çäåñü ïðèíßòî ñîãëàøåíèå, ÷òî äëß ñëó÷àß z = 0 âåêòîð z/|z| ßâëßåòñß íåêîòîðûì
ýëåìåíòîì åäèíè÷íîãî øàðà B1 = {b ∈ Rn : |b| ≤ 1} .
Äàëåå çàäà÷à (41) çàïèñàíà â âèäå ýêâèâàëåíòíîãî âàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà:
íàéòè u ∈ V : (Au, η − u)V + Φ(Λη)− Φ(Λu) ≥ (f, η − u)V ∀ η ∈ V (45)
ñ îïåðàòîðîì A, îïðåäåëåííûì â (36), ëèíåéíûì è íåïðåðûâíûì ôóíêöèîíàëîì f
íàä V , ïîðîæäåííûì ôóíêöèåé
∼
f , è äîêàçàíà
16
Òåîðåìà 9. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèß (20), (21). Òîãäà:
1) Ìíîæåñòâî ðåøåíèé çàäà÷è (45) íå ïóñòî, âûïóêëî è çàìêíóòî.
2) Çàäà÷à (28), (29), (37) èìååò ðåøåíèå â ñëåäóþùåì ñìûñëå: íàéäåòñß òàêàß
ïàðà ôóíêöèé w ∈ W (1)1 (Ω) : w(x) = 0 , x ∈ Γ1 è v ∈ [L1(Ω)]n, ÷òî âûïîëíåíî ïî÷òè
âñþäó íà Ω âêëþ÷åíèå (37), è èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî:∫
Ω










η(x) dx ∀ η ∈ C∞Γ1(Ω). (46)
Áîëåå òîãî, ðåøåíèå w èìååò ñëåäóþùèé âèä w = wr + wΓ + u, ãäå u  íåêîòîðîå
ðåøåíèå çàäà÷è (45) .
3) Äëß ëþáûõ ðåøåíèé w1, w2 çàäà÷è (28), (29), (37) â ñìûñëå ï. 2 íàñòîßùåé




= Ω0 ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæåñòâà ìåðû íóëü,
ãäå Ω+η = {x ∈ Ω : |∇η(x)| > s0}.
Â òðåòüåé ãëàâå ðàññìàòðåíû ïðîñòðàíñòâåííûå çàäà÷è î ðàâíîâåñíîì ñîñòîß-
íèè ìßãêèõ îáîëî÷åê, íàõîäßùèõñß ïîä âîçäåéñòâèåì âíåøíèõ íàãðóçîê è îãðàíè-
÷åííûõ â ïåðåìåùåíèè ïðåïßòñòâèåì.
Îïèñàíèþ çàäà÷ òåîðèè ìßãêèõ îáîëî÷åê, ÷èñëåííûì ìåòîäàì èõ ðåøåíèß, ïî-
ñâßùåíà ìíîãî÷èñëåííàß ëèòåðàòóðà, â ÷àñòíîñòè, ðàáîòû C.À. Àëåêñååâà, Õ.À. Ðàõ-
ìàòóëëèíà, Â.È. Óñþêèíà, Á.Â. Ãóëèíà, Â.Â. Ðèäåëß, Ð.Ø. Ãèìàäèåâà è äð., ìà-
òåìàòè÷åñêèå âîïðîñû òåîðèè èçîòðîïíûõ ìßãêèõ îáîëî÷åê ðàññìîòðåíû â ðàáîòàõ
Ð.Ð. Øàãèäóëëèíà, À.Ä. Êèäîíèñà è äð.
Âàæíûì êëàññîì ìßãêèõ îáîëî÷åê ßâëßþòñß ñåò÷àòûå îáîëî÷êè. Ðàçëè÷íûì ìà-
òåìàòè÷åñêèì âîïðîñàì èññëåäîâàíèß çàäà÷ òåîðèè ìßãêèõ ñåò÷àòûõ îáîëî÷åê, ïî-
ñòðîåíèþ ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ èõ ðåøåíèß ïîñâßùåíû ðàáîòû Â.Ë. Áèäåðìàíà,
Á.Ë. Áóõèíà, Å.Ã. Äüßêîíîâà, È.Á. Áàäðèåâà, Ð.Ð. Øàãèäóëëèíà è äð.
Ñ òî÷êè çðåíèß ïðèëîæåíèé âàæíóþ ðîëü èãðàþò êîíòàêòíûå çàäà÷è. Â ñëó÷àå
ìßãêèõ îáîëî÷åê ñëîæíîñòü ýòèõ çàäà÷ âîçðàñòàåò â ñâßçè ñ ñèëüíîé ôîðìîèçìå-
íßåìîñòüþ ýòèõ îáîëî÷åê. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî íàëè÷èå ïðåïßòñòâèß ïðèâîäèò ê
íåîáõîäèìîñòè èñïîëüçîâàòü ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì îïèñàíèè ýòèõ çàäà÷ êâàçèâàðèà-
öèîííûå íåðàâåíñòâà.
Â ïåðâîì ïàðàãðàôå, èñõîäß èç óðàâíåíèé ðàâíîâåñèß, çàïèñàííûõ â äåêàðòî-
âîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, ñôîðìóëèðîâàíà äèôôåðåíöèàëüíàß çàäà÷à. Çàòåì íà îñíî-
âå ïðèíöèïà âèðòóàëüíûõ ïåðåìåùåíèé ïîëó÷åíà âàðèàöèîííàß ôîðìóëèðîâêà. Ïðè
óñëîâèè äîñòàòî÷íîé ãëàäêîñòè ðåøåíèß óñòàíîâëåíà ýêâèâàëåíòíîñòü óêàçàííûõ çà-
äà÷.
Çàòåì ðàññìîòðåí ñëó÷àé ìßãêîé ñåò÷àòîé îáîëî÷êè, ñèëîâîé îñíîâîé êîòîðîé
ßâëßþòñß äâà ñåìåéñòâà âçàèìíî ïåðåêðåùèâàþùèõñß, àáñîëþòíî ãèáêèõ óïðóãèõ
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íèòåé. ß÷åéêè ñåòè ñ÷èòàþòñß ìàëûìè è íå ñîïðîòèâëßþùèìèñß ñäâèãîâûì äåôîð-
ìàöèßì. Äåôîðìàöèè è ïåðåìåùåíèß äîïóñêàþòñß êîíå÷íûìè. Íèòè, îáðàçóþùèå
ðàçíûå ñåìåéñòâà, ìîãóò îïèñûâàòüñß ðàçíûìè ôèçè÷åñêèìè çàêîíàìè. Â ïðåäïî-
ëîæåíèè ñòåïåííîãî ðîñòà ôóíêöèé, çàäàþùèõ ôèçè÷åñêèå ñîîòíîøåíèß â íèòßõ,
ïîñòàâëåíà îáîáùåííàß çàäà÷à â âèäå êâàçèâàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà â áàíàõîâîì
ïðîñòðàíñòâå è óñòàíîâëåíà åå ðàçðåøèìîñòü.
Äëß çàäà÷è ñ ïðåïßòñòâèåì âûïóêëîé ôîðìû óñòàíîâëåíû ñâîéñòâà ìíîæåñòâà
äîïóñòèìûõ ïåðåìåùåíèé, ïîçâîëßþùèå èñïîëüçîâàòü ïðåäëîæåííûé â  3 ãëàâû 1
èòåðàöèîííûé ìåòîä äëß ðåøåíèß êâàçèâàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ.
Íàêîíåö, ðàññìîòðåíà çàäà÷à ñ âûïóêëûì äîïóñòèìûì ìíîæåñòâîì (ñ ïðåïßò-
ñòâèåì âîãíóòîé ôîðìû) ïðè íàëè÷èè ñëåäßùåé ïîâåðõíîñòíîé íàãðóçêè. Ïðè ýòîì
îáîáùåííàß çàäà÷à ñôîðìóëèðîâàíà â âèäå âàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà. Ïîëó÷åíû
êðèòåðèè ñóùåñòâîâàíèß ðåøåíèß îáîáùåííîé çàäà÷è.
Â  1 òðåòüåé ãëàâû ðàññìîòðåíà ïðîñòðàíñòâåííàß çàäà÷à î ðàâíîâåñíîì ñî-
ñòîßíèè ìßãêîé îáîëî÷êè ïðè óñëîâèè, ÷òî ïîâåðõíîñòü ïðåïßòñòâèß îïèñûâàåòñß
äîñòàòî÷íî ãëàäêîé ôóíêöèåé. Ââåäåíà äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò (x1, x2, x3).
Ñ÷èòàåòñß, ÷òî â íåäåôîðìèðîâàííîì ñîñòîßíèè îáîëî÷êà ìîæåò áûòü îïèñàíà ïî-
âåðõíîñòüþ: ξ(α) = (ξ1(α), ξ2(α), ξ3(α)), ãäå α = (α1, α2) ∈ Ω  ëàãðàíæåâû êîîð-
äèíàòû, Ω  îãðàíè÷åííàß îáëàñòü èç R 2 ñ íåïðåðûâíîé ïî Ëèïøèöó ãðàíèöåé Γ;
ïðåäïîëàãàåòñß, ÷òî ôóíêöèß ξ óäîâëåòâîðßåò óñëîâèßì:
ξ ∈ [C1(Ω¯)]3 , | [∂1ξ(α), ∂2ξ(α)] | ≥ c > 0 ∀α ∈ Ω¯.
×åðåç w(α) = (w1(α), w2(α), w3(α)) îáîçíà÷åíà ôóíêöèß, îïèñûâàþùàß ïîâåðõ-
íîñòü îáîëî÷êè â äåôîðìèðîâàííîì ñîñòîßíèè, G(α) = |[∂1w(α), ∂2w(α)]| 2  äèñêðè-
ìèíàíò ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà ïîâåðõíîñòè äåôîðìèðîâàííîé îáîëî÷êè.
Çäåñü èñïîëüçîâàíû îáîçíà÷åíèß: ∂k = ∂/∂αk, k = 1, 2; [·, ·], (·, ·) è |·|  âåêòîðíîå,
ñêàëßðíîå ïðîèçâåäåíèß è íîðìà â R3 ñîîòâåòñòâåííî.
Èçâåñòíî, ÷òî óðàâíåíèå ðàâíîâåñèß îáîëî÷êè, íàõîäßùåéñß ïîä âîçäåéñòâèåì









Gγ Q = 0 , (47)
ãäå P , Q  âåêòîðà ïëîòíîñòè ñîîòâåòñòâåííî ïîâåðõíîñòíîé è ìàññîâîé íàãðóçîê, γ 
ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà îáîëî÷êè â äåôîðìèðîâàííîì ñîñòîßíèè, T km  êîâàðèàíòíûå
êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðßæåíèé: T =
∑2
k,m=1 T
kmRkRm , Rk(α) = ∂kw(α)  âåêòîðà,
îáðàçóþùèå êîâàðèàíòíûé ëîêàëüíûé áàçèñ íà äåôîðìèðîâàííîé ïîâåðõíîñòè.
Ïðåäïîëàãàåòñß, ÷òî ðàñïîëîæåíèå îáîëî÷êè â ïðîñòðàíñòâå îãðàíè÷åíî ïðåïßò-
ñòâèåì, à êðàß îáîëî÷êè çàêðåïëåíû: w(α1, α2) = ξ(α1, α2), (α1, α2) ∈ Γ.
Âçàèìîäåéñòâèå ïðåïßòñòâèß ñ îáîëî÷êîé ó÷òåíî ïóòåì âíåñåíèß â óðàâíåíèå















Âî ââåäåííîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ïîâåðõíîñòü ïðåïßòñòâèß çàäàåòñß
â âèäå x3 = ϕ(x1, x2), ãäå ϕ ∈ C1(R 2), è îáîëî÷êà íàõîäèòñß "íàä ïðåïßòñòâèåì", ò.å.
ξ3(α) ≥ ϕ(ξ1(α), ξ2(α)), α ∈ Ω¯.
Ïðåäïîëàãàåòñß òàêæå, ÷òî ìàòåðèàë ïðåïßòñòâèß àáñîëþòíî òâåðäûé, à åãî ïî-
âåðõíîñòü  àáñîëþòíî ãëàäêàß, ò.å. ïðåïßòñòâèå, ïðè âîçäåéñòâèè íà íåãî, íå äå-
ôîðìèðóåòñß è ïîðîæäàåò óñèëèß òîëüêî â íàïðàâëåíèè âíåøíåé íîðìàëè ê ñâîåé
ïîâåðõíîñòè. Òîãäà ïëîòíîñòü ñèëû ðåàêöèè ïðåïßòñòâèß ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âè-
äå P0(α) = β(α)N(w(α)), ãäå β : Ω¯ → R  íåèçâåñòíàß ôóíêöèß, óäîâëåòâîðßþùàß
óñëîâèßì:
β(α) ≥ 0, α ∈ I(w) ≡ { ∼α∈ Ω¯ : w3(∼α) = F (w(∼α))}; (49)
β(α) = 0, α ∈ I−(w) ≡ { ∼α∈ Ω¯ : w3(∼α) > F (w(∼α))}. (50)
Çäåñü F (x1, x2, x3) = ϕ(x1, x2), x ∈ R 3, à ÷åðåç N : R 3 → R 3 îáîçíà÷åíà âåêòîð-
ôóíêöèß, ñâßçàííàß ñ åäèíè÷íîé âíåøíåé íîðìàëüþ ê ïîâåðõíîñòè ïðåïßòñòâèß ôîð-
ìóëîé
N(x1, x2, x3) =
ν(x1, x2)
|ν(x1, x2)| , x ∈ R
3, (51)
ν = [τ1, τ2] , τ1 = (1, 0, ∂1ϕ(x1, x2)) , τ2 = (0, 1, ∂2ϕ(x1, x2)) .
Çàäà÷à î ðàâíîâåñíîì ïîëîæåíèè çàêðåïëåííîé ïî êðàþ ìßãêîé îáîëî÷êè, íà-
õîäßùåéñß ïîä âîçäåéñòâèåì íàãðóçêè è îãðàíè÷åííîé â ïðîñòðàíñòâå àáñîëþòíî




G(α) β(α)N(w(α)) = 0 , α ∈ Ω , (52)








M  ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ êîíôèãóðàöèé îáîëî÷êè, ñîñòîßùåå èç ôóíêöèé îïèñû-
âàþùèõ ïîâåðõíîñòè, íàõîäßùèåñß "íàä ïðåïßòñòâèåì".
Äàëåå îñóùåñòâëåí ïåðåõîä ê âàðèàöèîííîé ôîðìóëèðîâêå ýòîé çàäà÷è:
íàéòèw ∈ ∼M :
∫
Ω





w)  ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ íàïðàâëåíèé èç ïðîèçâîëüíîãî ïîëîæåíèß îáî-








v : Ω¯→ R3 , ∃ sv > 0 ; ∼w +s v ∈
∼




Óñòàíîâëåíî, ÷òî ðåøåíèå w çàäà÷è (52) è (49), (50) ßâëßåòñß ðåøåíèåì çàäà÷è
(54), à ïðè ñîòâåòñòâóþùåé ãëàäêîñòè  ðåøåíèå w çàäà÷è (54) è ôóíêöèß
β(α) =
|D(w(α))|
| [∂1w(α), ∂2w(α)] | , α ∈ Ω¯,
ïîñòðîåííàß ïî w, óäîâëåòâîðßþò óðàâíåíèþ (52) è óñëîâèßì (49), (50).
Â  2 òðåòüåé ãëàâû ðàññìîòðåíà çàäà÷à ñ ïðåïßòñòâèåì î ðàâíîâåñèè ìßãêîé
ñåò÷àòîé îáîëî÷êè. Ïîä ñåò÷àòîé ïîíèìàåòñß îáîëî÷êà, ñèëîâîé îñíîâîé êîòîðîé ßâ-
ëßåòñß ñåòêà, îáðàçîâàííàß äâóìß ñèñòåìàìè âçàèìíî ïåðåêðåùèâàþùèõñß, àáñîëþò-
íî ãèáêèõ óïðóãèõ íèòåé. ß÷åéêè ñåòè ñ÷èòàþòñß ìàëûìè è íå ñîïðîòèâëßþùèìèñß
ñäâèãîâûì äåôîðìàöèßì. Äåôîðìàöèè è ïåðåìåùåíèß äîïóñêàþòñß êîíå÷íûìè.
Ëàãðàíæåâû êîîðäèíàòû (α1, α2) âûáðàíû òàê, ÷òî êîîðäèíàòíûå ëèíèè ñîíà-
ïðàâëåííû ñ íèòßìè, îáðàçóþùèìè îáîëî÷êó. ×åðåç t1, t2 : R+ → R+ îáîçíà÷åíû
ôóíêöèè, õàðàêòåðèçóþùèå ôèçè÷åñêèå ñâîéñòâà íèòåé, ÷åðåç ρk : Ω → R+  êîëè-
÷åñòâî íèòåé, ñîíàïðàâëåííûõ ñ αk-é êîîðäèíàòíîé îñüþ, íà åäèíèöó äëèíû αk∗-é êî-
îðäèíàòíîé îñè â íåäåôîðìèðîâàííîì ñîñòîßíèè (k = 1, 2, k∗ = 3− k). Ýòè ôóíêöèè
îïðåäåëåíû êîíñòðóêöèåé ñåò÷àòîé îáîëî÷êè, è ïðåäïîëàãàåòñß, ÷òî îíè óäîâëíòâî-
ðßþò óñëîâèßì:
tk ∈ C(R+), tk(s) = 0 ïðè s ≤ 1 (ò.å. íèòè íå âîñïðèíèìàþò ñæèìàþùèõ óñèëèé),
tk(s)  ñòðîãî âîçðàñòàåò ïðè s ≥ 1, ñóùåñòâóþò òàêèå c0, c1, C > 0, p1, p2 > 1, ÷òî
c0s
pk − c1 6 tk(s)s 6 Cspk ,
ρk ∈ C(Ω¯) è ñóùåñòâóåò c > 0, ÷òî ρk(α) ≥ c > 0 äëß âñåõ α ∈ Ω¯ .
Äëß ñåò÷àòîé îáîëî÷êè, ïîñêîëüêó ñ÷èòàåòñß, ÷òî ß÷åéêà ñåòè íå îêàçûâàåò ñî-
ïðîòèâëåíèß ïîâîðîòó íèòåé â óçëàõ ñêðåïëåíèß, è â ñèëó âûáîðà ëàãðàíæåâîé ñè-
ñòåìû êîîðäèíàò äëß êîìïîíåíò òåíçîðà íàïðßæåíèé âûïîëíåíû ðàâåíñòâà:





∗ , ãäå gk = | ∂k ξ |, k = 1, 2 .
Çàäà÷à ñôîðìóëèðîâàíà â ïåðåìåùåíèßõ: èñêîìîé âûáðàíà âåêòîð-ôóíêöèß
u(α) = w(α) − ξ(α), α ∈ Ω¯, ãäå w, ξ  ñîîòâåòñòâåííî íàãðóæåííîå è íà÷àëüíîå





, ñ íîðìîé ‖v‖V ≡ ‖ |∂1v| ‖Lp1 + ‖ |∂2v| ‖Lp2 . (56)
Äëß ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àß óòî÷íåíû îïðåäåëåíèß ìíîæåñòâ (53), (55):
M = {v ∈ V : ξ3(α) + v3(α) ≥ F (ξ(α) + v(α)) ï. âñ. íà Ω} , (57)
M(u) = {v ∈M : ∀ s ∈ [0, 1], u+ s(v − u) ∈M} .
Ïîâåðõíîñòíàß íàãðóçêà ïðåäïîëàãàåòñß ðàâíîé íóëþ: P = 0. Ïëîòíîñòü ìàññî-
âûõ ñèë Q : Ω → R 3 ñ÷èòàåòñß èçâåñòíîé. Â ñèëó çàêîíà ñîõðàíåíèß ìàññû èìååì:
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√




γ: Ω → R1  çàäàííàß ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà íåäå-
ôîðìèðîâàííîé îáîëî÷êè. Îòíîñèòåëüíî Q è
◦
γ ñ÷èòàþòñß âûïîëíåííûìè óñëîâèß:
Q ∈ [C(Ω¯)]3, ◦γ∈ C(Ω¯); ◦γ (α) > c > 0, α ∈ Ω¯. Âàðèàöèîííàß çàäà÷à (54), â ñèëó âûøå







|∂k(ξ + u)| ρkgk




(| [∂1ξ, ∂2ξ] |
◦
γ Q, v − u) dα ∀ v ∈M(u). (58)
Äàëåå îïðåäåëåíû îïåðàòîðû A,Ak : V → V ∗ è ôóíêöèîíàë f ∈ V ∗ ôîðìàìè:




|∂k(ξ + u)| ρkgk




(| [∂1ξ, ∂2ξ] |
◦
γ Q, v)dα, (59)
è ñ ó÷åòîì ýòèõ îáîçíà÷åíèé îáîáùåííàß çàäà÷à (58) ñôîðìóëèðîâàíà â âèäå êâàçè-
âàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà:
íàéòè u ∈M : 〈A(u), v − u〉 ≥ 〈f, v − u〉 ∀ v ∈M(u). (60)
Óñòàíîâëåíî, ÷òî îïåðàòîð A õåìèíåïðåðûâåí, ìîíîòîíåí, êîýðöèòèâåí è ïîòåí-
öèàëåí. Ñ ó÷åòîì ýòîãî íà îñíîâå ðåçóëüòàòîâ òåîðèè íåëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëüíîãî
àíàëèçà äîêàçàíî, ÷òî çàäà÷à (60) èìååò ðåøåíèå.
Â  3 òðåòüåé ãëàâû ôóíêöèß ϕ, îïèñûâàþùàß ïîâåðõíîñòü ïðåïßòñòâèß, ñ÷èòà-
åòñß âîãíóòîé íà âñåé îáëàñòè å¼ îïðåäåëåíèß:
ϕ(λ(x1, x2) + (1− λ)(x1, x2)) ≥ λϕ(x1, x2) + (1− λ)ϕ(x1, x2) ∀ (x1, x2) ∈ R 2, ∀λ ∈ [0, 1],
è, òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî ∆ϕ = {x ∈ R3 : x3 ≤ ϕ(x1, x2)}, êîòîðîå ìîæíî ñ÷èòàòü,
áåç îãðàíè÷åíèß îáùíîñòè, ïðåïßòñòâèåì, ßâëßåòñß âûïóêëûì è çàìêíóòûì.
Äèôôåðåíöèàëüíîé çàäà÷å (52), (49), (50) ñîïîñòàâëåíà âàðèàöèîííàß çàäà÷à
(60) ñ ìíîæåñòâîì äîïóñòèìûõ íàïðàâëåíèé
M(v) = {η ∈ V : (ξ(α) + η(α)− P v(α), N(P v(α))) ≥ 0, α ∈ Ω} , (61)
ãäå îïåðàòîð N : R3 → R3 çàäàí â (51), ôóíêöèß P v = (P v1 , P v2 , P v3 ) : Ω → ∆ϕ
îïåðåäåëåíà ïî v ∈M :
P v(α) = P (ξ(α) + v(α)) äëß α ∈ Ω, (62)
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ïðè ïîìîùè îïåðàòîðà ïðîåêòèðîâàíèß P íà ìíîæåñòâî ∆ϕ
P : R 3 → ∆ϕ , P (x) = arg min
z∈∆ϕ
|x− z|.
Ìíîæåñòâî M(v) ßâëßåòñß âûïóêëûì è çàìêíóòûì ïîäìíîæåñòâîì M .
Äàëåå, â ýòîì ïàðàãðàôå, ïðåäïîëàãàåòñß, ÷òî Ω ßâëßåòñß çâåçäíîé îáëàñòüþ,
òî åñòü ñóùåñòâóåò âíóòðåííßß òî÷êà α∗ òàêàß, ÷òî äëß ëþáîãî åäèíè÷íîãî âåêòîðà
e ∈ R 2 âûïîëíåíî óñëîâèå:
∃ te > 0 :

α∗ + te ∈ Ω ïðè 0 ≤ t ≤ te,
α∗ + te ∈ Γ ïðè t = te,
α∗ + te /∈ Ω ïðè t > te.
(63)
Äëß äîñòàòî÷íî ìàëîãî ε îïðåäåëåíà ôóíêöèß θε : Ω→ R1,
θε(α) = θε(α
∗ + te) =
{
ε ïðè 0 ≤ t ≤ te − ε,
−t+ te ïðè te − ε ≤ t ≤ te. (64)




Ëåììà 1. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {vn} èç M ñëàáî ñõîäèòñß ê v â V . Òîãäà
äëß ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè w èç M(v) ñóùåñòâóåò òàêàß êîíñòàíòà εw > 0, íå
çàâèñßùàß îò n, ÷òî äëß âñßêîãî ε ∈ ( 0, εw ] íàéäåòñß íîìåð nε, íà÷èíàß ñ êîòîðîãî
âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå wε ∈ M(vn) , ãäå wε = w + θε e3, e3 = (0, 0, 1) , ôóíêöèß θε
îïðåäåëåíà ñîãëàñíî (64).
Ýòà ëåììà èñïîëüçóåòñß ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñëåäóþùåãî ðåçóëüòàòà, ïîçâîëßþ-
ùåãî îáîñíîâàòü ñõîäèìîñòü ïðåäëîæåííîãî â  3 ãëàâû 1 èòåðàöèîííîãî ìåòîäà äëß
ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è òåîðèè ñåò÷àòûõ ìßãêèõ îáîëî÷åê.
Òåîðåìà 10. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {vn} èçM ñëàáî ñõîäèòñß ê v â V ïðè
n → +∞. Òîãäà ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå v → M(v) ßâëßåòñß ïîëóíåïðåðûâíûì
ñíèçó, ò.å. äëß ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè w èç M(v) íàéäåòñß òàêàß ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {wn}, ÷òî
wn ∈M(vn) , n = 1, 2, 3, . . . , lim
n→+∞
‖wn − w‖V = 0.
Â  4 òðåòüåé ãëàâû ðàññìîòðåíà çàäà÷à òåîðèè ìßãêèõ ñåò÷àòûõ îáîëî÷åê ñ
âûïóêëûì äîïóñòèìûì ìíîæåñòâîì ïðè íàëè÷èè ñëåäßùåé ïîâåðõíîñòíîé íàãðóçêè.
Ôóíêöèß ϕ, îïèñûâàþùàß ïîâåðõíîñòü ïðåïßòñòâèß, ñ÷èòàåòñß âûïóêëîé íà âñåé
îáëàñòè å¼ îïðåäåëåíèß:
ϕ(λ(x1, x2) + (1− λ)(x1, x2)) ≤ λϕ(x1, x2) + (1− λ)ϕ(x1, x2) ∀ (x1, x2) ∈ R 2, ∀λ ∈ [0, 1],
è, òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî M , îïðåäåëåííîå ñ ïîìîùüþ (57), ßâëßåòñß âûïóêëûì
è ìíîæåñòâî M(v) ñîâïàäàåò ñ M .
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Çàäà÷à ðàññìàòðèâàåòñß ïðè íàëè÷èè ïîâåðõíîñòíîé íàãðóçêè P èíòåíñèâíîñòè
q∗ â ñëó÷àå, êîãäà ïîêàçàòåëè ñòåïåííîãî ðîñòà ôóíêöèé, õàðàêòåðèçóþùèõ ôèçè÷å-
ñêèå ñâîéñòâà íèòåé, óäîâëåòâîðßþò óñëîâèþ min{p1, p2} > 2.
Îáîáùåííàß çàäà÷à côîðìóëèðîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:
íàéòè u ∈M : 〈A(u), v − u〉 − q∗ 〈B(u), v − u〉 ≥ 〈f, v − u〉 ∀ v ∈M, (65)
ãäå îïåðàòîð A è ôóíêöèîíàë f îïðåäåëåíû â (59), îïåðàòîð B : V → V ∗ (ïðîñòðàí-




([∂1(u+ ξ), ∂2(u+ ξ)], v) dα ∀u, v ∈ V.
Óñòàíîâëåíî, ÷òî îïåðàòîð B ñåêâåíöèàëüíî ñëàáî íåïðåðûâåí, ïñåäîìîíîòîíåí è
îãðàíè÷åí. Ýòè ñâîéñòâà îïåðàòîðà B, à òàêæå óñòàíîâëåííûå ðàíåå ñâîéñòâà îïåðà-
òîðà A ïðèìåíåíû äëß ïîëó÷åíèß êðèòåðèåâ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (65).
Â ÷åòâåðòîé ãëàâå ïðîâåäåíî ïîñòðîåíèå è îáîñíîâàíèå ïðèáëèæåííûõ ìå-
òîäîâ äëß ðåøåíèß ðàññìîòðåííûõ â äèññåðòàöèè çàäà÷ òåîðèè ìßãêèõ îáîëî÷åê è
òåîðèè ôèëüòðàöèè. Äîêàçàíû ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèß è ñõîäèìîñòü êîíå÷íîìåð-
íûõ àïïðîêñèìàöèé óêàçàííûõ çàäà÷, îáîñíîâàíî ïðèìåíåíèå èòåðàöèîííûõ ìåòî-
äîâ, ïðåäëîæåííûõ â ïåðâîé ãëàâå, äëß èõ ðåøåíèß. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåí-
íûõ ðàñ÷åòîâ äëß ìîäåëüíûõ çàäà÷, ñâèäåòåëüñòâóþùèå îá ýôôåêòèâíîñòè ðàññìîò-
ðåííûõ â äèññåðòàöèè ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ.
Â  1 ÷åòâåðòîé ãëàâû ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ïîñòðîåíû àïïðîêñèìàöè-
îííûå çàäà÷è äëß êâàçèâàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ (60) è (65) ñ ìíîæåñòâàìè M ⊆ V ,
M(u) îïðåäåëåííûìè, ñîîòâåòñòâåííî, â (57) è (61). Îáëàñòü Ω ⊂ R 2 ñ÷èòàåòñß ìíî-
ãîóãîëüíèêîì. Ââåäåíû ðåãóëßðíàß òðèàíãóëßöèß Th ñåìåéñòâîì òðåóãîëüíèêîâ K
è ïðîñòðàíñòâî
◦
Xh ðàâíûõ íóëþ íà ãðàíèöå ìíîæåñòâà Ω íåïðåðûâíûõ êóñî÷íî-







Xh⊂ V ñ íîðìîé, ââåäåííîé â (56).
Ìíîæåñòâó M ⊆ V , îïðåäåëåííîìó â (57), ñîïîñòàâëåíî ìíîæåñòâî Mh ⊆ Vh:
Mh = {v ∈ Vh : Πhξ3(α) + v3(α) ≥ F (Πhξ(α) + v(α)) , α ∈ Ωh} , (66)
ìíîæåñòâó M(u) ⊆M , îïðåäåëåííîìó â (61), ñîïîñòàâëåíî ìíîæåñòâî Mh(uh) ⊆Mh:
Mh(uh) = {v ∈ Vh : (Πhξ3(α) + v3(α)− P uh(α), N(P uh(α))) ≥ 0, α ∈ Ωh} , (67)
ãäå Ωh =
{
αl ∈ Ω , l = 1, 2, . . . , Nh
}
 ìíîæåñòâî âåðøèí òðåóãîëüíèêîâ K èç Th,
Πhξ(xl) = ξ(xl), l = 1, 2, . . . , Nh  èíòåðïîëßíò ôóíêöèè ξ ∈ [C(Ω)]3.
Óñòàíîâëåíî, ÷òî ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå uh ∈ Mh : uh → Mh(uh) ßâëßåòñß
ïîëóíåïðåðûâíûì ñíèçó.
Çàäà÷å (60) ïîñòàâëåíà â ñîîòâåòñòâèå àïïðîêñèìèðóþùàß çàäà÷à:
Íàéòè uh ∈Mh : 〈Auh, vh − uh〉 ≥ 〈f, vh − uh〉 , ∀vh ∈Mh(uh). (68)
23
Óñòàíîâëåíà îãðàíè÷åííàß ëèïøèö-íåïðåðûâíîñòü (ñì. îïðåäåëåíèå (14)) îïåðàòîðà
A, îïðåäåëåííîãî â (59).
Äëß ðåøåíèß çàäà÷è (68) ðàññìîòðåí ñëåäóþùèé èòåðàöèîííûé ïðîöåññ:
Ïóñòü u(0)h  ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç Mh. Äëß k = 0, 1, 2, . . ., îïðåäåëèì
u
(k+1)
h ∈Mh(u(k)h ) êàê ðåøåíèå âàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà:
〈J(u(k+1)h − u(k)h ), v − u(k+1)h 〉 ≥ τ〈f − Au(k)h , v − u(k+1)h 〉 ∀ v ∈Mh(u(k)h ), (69)
ãäå τ > 0 èòåðàöèîííûé ïàðàìåòð, J : V → V ∗ - îïåðàòîð äâîéñòâåííîñòè, ïîðîæäà-
åìûé ôóíêöèåé Ψ èç îïðåäåëåíèß (14).
Èññëåäîâàíà ñõîäèìîñòü èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà (69): íà îñíîâàíèè òåîðå-






ßâëßþòñß ðåøåíèßìè êâàçèâàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà (68).
Äàëåå äîêàçàíî, ÷òî åñëè îïåðàòîð A â çàäà÷å (60)  ïñåâäîìîíîòîííûé, à ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü {uhi}+∞i=1 ðåøåíèé çàäà÷è (68) ñëàáî ñõîäèòñß ê u∗ â V , òî ïðè hi → 0
åå ïðåäåë ßâëßåòñß ðåøåíèåì çàäà÷è (60); óñòàíîâëåíà ðàâíîìåðíàß îãðàíè÷åííîñòü
ïî h â ïðîñòðàíñòâå V ìíîæåñòâà uh ðåøåíèé çàäà÷è (68). Íà îñíîâàíèè ýòèõ ðå-
çóëüòàòàòîâ äîêàçàíà ñõîäèìîñòü êîíå÷íîìåðíûõ ðåøåíèé uh ê ðåøåíèþ çàäà÷è (60)
ïðè h → 0. Çàòåì ðàññìîòðåí ñëó÷àé, êîãäà ïðàâàß ÷àñòü è ðåøåíèå çàäà÷è (60)
îáëàäàþò äîïîëíèòåëüíîé ãëàäêîñòüþ. Äîêàçàíî, ÷òî åñëè ðåøåíèå u çàäà÷è (60) è
ïðàâàß ÷àñòü f óäîâëåòâîðßþò óñëîâèßì u ∈ [W (2)p (Ω)]3, (f −Au) ∈ L∗p , òî âûïîëíåíà
(ìíîæåñòâî M ïðåäïîëàãàåòñß âûïóêëûì è M(u) =M ) îöåíêà:
2∑
k=1




ãäå p = min{p1, p2} > 2, q = p/(p−1), ÷åðåç L∗p îáîçíà÷åíî ïðîñòðàíñòâî, ñîïðßæåííîå
ê Lp = [Lp(Ω)]3, à ïîëå Tk(w)  ýòî óñèëèß â íèòßõ k-ãî ñåìåéñòâà äåôîðìèðîâàííîé
ïîâåðõíîñòè w.
Â  2 ÷åòâåðòîé ãëàâû ïðåäëîæåííûå â íàñòîßùåé äèññåðòàöèè èòåðàöèîííûå
ìåòîäû ïðèìåíåíû äëß ÷èñëåííîãî ðåøåíèß ìîäåëüíîé çàäà÷è îá îïðåäåëåíèè ïî-
ëîæåíèß ðàâíîâåñèß áåñêîíå÷íî äëèííîé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè, íàõîäßùåéñß
ïîä âîçäåéñòâèåì ñëåäßùåé ïîâåðõíîñòíîé íàãðóçêè è îãðàíè÷åííîé â ïåðåìåùåíèßõ
ïðåïßòñòâèåì. Ýòà çàäà÷à ñâîäèòñß ê "îäíîìåðíîé" (Ω = [0, 1]) â ïëîñêîñòè ñå÷åíèß.
Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî äàííàß çàäà÷à èíòåðåñíà ñ òîé òî÷êè çðåíèß, ÷òî îíà îòðàæà-
åò îñíîâíûå îñîáåííîñòè ðàññìàòðèâàåìûõ â äèññåðòàöèè çàäà÷ ñ ïðåïßòñòâèåì. Â
ðßäå ñëó÷àåâ ïîñòðîåíû òî÷íûå ðåøåíèß, ÷òî îêàçàëîñü âåñüìà ïîëåçíûì ïðè îöåíêå
ýôôåêòèâíîñòè ïðåäëîæåííûõ â äèññåðòàöèè ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ.
Îáîáùåííàß çàäà÷à ñôîðìóëèðîâàíà â âèäå íåðàâåíñòâà (60) ñ ïñåâäîìîíîòîí-
íûì è ïîòåíöèàëüíûì îïåðàòîðîì A : V → V ∗, A ≡ T + q∗B è ìíîæåñòâîì äîïóñòè-





|e1 + u′| (e1 + u
′, v′)ds , 〈Bu, v〉 =
1∫
0
(u′1 + 1)v2 − u′2v1ds , e1 = (1, 0),
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M = {v ∈ V : v2(s) ≥ ϕ(s+ v1(s), v2(s)) s ∈ [0, 1]} , V =
[ ◦
W 1p ([0, 1])
]2
,
ãäå ôóíêöèß w = (w1, w2) îïèñûâàåò ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå îáîëî÷êè â äåôîðìèðîâàí-
íîì ñîñòîßíèè (íà÷àëüíîå ñîñòîßíè ξ(s) = se1, s ∈ [0, 1]), ôóíêöèß t : R+ → R+
õàðàêòåðèçóåò ôèçè÷åñêèå ñâîéñòâà îáîëî÷êè, ôóíêöèß ϕ : R 1 → R 1 îïèñûâàåò
ãðàíèöó ïðåïßòñòâèß â R 2. Ïîñòîßííàß q∗ çàäàåò èíòåíñèâíîñòü ñëåäßùåé íàãðóç-
êè, ìàññîâûå ñèëû îòñóòñòâóþò (f ≡ 0). Ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ íàïðàâëåíèé M(v)
îïðåäåëåíî ïî àíàëîãèè ñ (61) â "ïëîñêîì" âàðèàíòå.




















Ðèñ. 1. a) Çàâèñèìîìòü ÷èñëà èòåðàöèé îò τ b) Çàäà÷à ñ âûïóêëûì ïðåïßòñòâèåì
Äëß îïèñàííîé çàäà÷è â ñëó÷àå, êîãäà t(λ) = (λ−1)+ (òàêèì îáðàçîì p = 2), ïðî-
âåäåíû ÷èñëåííûå ðàññ÷åòû. Àïïðîêñèìàöèß îñóùåñòâëåíà ïî "îäíîìåðíîìó" àíà-
ëîãó (Xh  ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ êóñî÷íî-ëèíåéíûõ íà îòðåçêå [0, 1] ôóíêöèé)
ñõåìû, îïèñàííîé â (66)(68). Êîíå÷íîìåðíàß çàäà÷à ðåøàëàñü èòåðàöèîííûì ìå-
òîäîì (69), êðèòåðèé âûõîäà  äîñòèæåíèå çàäàííîé òî÷íîñòè íîðìû ðàçíîñòè ñî-
ñåäíèõ èòåðàöèé. Íàáëþäàëîñü, â ÷àñòíîñòè, ÷òî êîëè÷åñòâî èòåðàöèé, íåîáõîäèìûõ
äëß äîñòèæåíèß çàäàííîé òî÷íîñòè, ïðàêòè÷åñêè íå çàâèñèò îò ÷èñëà óçëîâ ñåòêè.
Õàðàêòåðíàß çàâèñèìîñòü ÷èñëà èòåðàöèé îò èòåðàöèîííîãî ïàðàìåòðà τ ïðèâåäå-
íà íà ãðàôèêå 1a. Ñïëîøíàß ëèíèß ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ "ïëîñêîãî" ïðåïßòñòâèß
(ϕ ≡ const), ëèíèß ñ êðóæêàìè  çàäà÷å ñ âûïóêëûì ïðåïßòñòâèåì. Íà ðèñóíêå
1b ñïëîøíîé ëèíèåé èçîáðàæåíî òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è ñ âûïóêëûì ïðåïßòñòâèåì,
êóñî÷íî-ëèíåéíîé  ïðèáëèæåííîå. Íà ðèñóíêå 2a ñïëîøíîé ëèíèåé èçîáðàæåíà çà-
âèñèìîñòü ïîãðåøíîñòè îò ÷èñëà óçëîâ ñåòêè, ëèíèåé ñ êðóæêàìè  çàâèñèìîñòü îò
÷èñëà óçëîâ ñåòêè ðàññòîßíèß ìåæäó ãðàíèöåé êîèíöèäåíòíîãî ìíîæåñòâà I(w) (ñì.
49) è áëèæàøèì óçëîì ñåòêè âíå I(w). Àíàëèç ïðèâåäåííûõ çàâèñèìîñòåé, â ÷àñòíî-
ñòè, ïîäòâåðæäàåò èçâåñòíûé ôàêò î òîì, ÷òî â îäíîñòîðîííèõ çàäà÷àõ ïîñòðîåíèå
ñåòîê äîëæíî ó÷èòûâàòü îñîáåííîñòè, âîçíèêàþùèå â ðàéîíå ãðàíèöû êîèíöèäåíòíî-
ãî ìíîæåñòâà. Íàáëþäàåòñß õîðîøåå ñîâïàäåíèå òî÷íîãî è ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèß.
Ýòî ñâèäåòåëüñòâóåò îá ýôôåêòèâíîñòè ïðåäëîæåííûõ â äèññåðòàöèè ïðèáëèæåííûõ
ìåòîäîâ ðåøåíèß ñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ òåîðèè ìßãêèõ ñåò÷àòûõ îáîëî÷åê.
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Ðèñ. 2. a) Çàâèñèìîñòü ïîãðåøíîñòè îò ÷èñëà óçëîâ b) Çàêîí ñ ïðåäåëüíûì ãðàäèåíòîì
Â  3 ÷åòâåðòîé ãëàâû ïðîâåäåíî ïîñòðîåíèå êîíå÷íîýëåìåíòíûõ àïïðîêñèìà-
öèé çàäà÷è ôèëüòðàöèè (45) ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåãóëßðíîé òðèàíãóëßöèè. Ïðè ýòîì
àïïðîêñèìèðóþùåå ïðîñòðàíñòâî ïîñòðîåíî íà îñíîâå òðåóãîëüíûõ êîíå÷íûõ ýëå-
ìåíòîâ ïåðâîãî ïîðßäêà. Äîêàçàíû òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèß ðåøåíèß êîíå÷íîìåðíûõ
çàäà÷, òåîðåìû ñõîäèìîñòè èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ äëß èõ ðåøåíèß. Â ñëó÷àå ñèëüíîé
ìîíîòîííîñòè îïåðàòîðà A èç íåðàâåíñòâà (45) (ýòî ñâîéñòâî âûïîëíßåòñß, êîãäà â
çàêîíå ôèëüòðàöèè (38) êîíñòàíòû s0, s∗ èç (20), (21) ðàâíû íóëþ) è äîïîëíèòåëüíîé





àíàëîãè÷íàß îöåíêàì, èìåþùèìñß äëß çàäà÷ ôèëüòðàöèè ñ áîëåå ãëàäêîé, ÷åì â
íàñòîßùåé äèññåðòàöèè, ïðàâîé ÷àñòüþ.
Â  4 ÷åòâåðòîé ãëàâû ïðîâåäåíî ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå íåêîòîðûõ ìîäåëü-
íûõ çàäà÷ ôèëüòðàöèè è ñðàâíåíèå ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé ñ àíàëèòè÷åñêè ïîñòðî-
åííûìè õàðàêòåðèñòèêàìè òî÷íûõ ðåøåíèé, èçâåñòíûìè èç ëèòåðàòóðû. Â ÷àñòíî-
ñòè, ðàññìîòðåíà çàäà÷à î öåïî÷êå ðàâíîóäàëåííûõ ñêâàæèí, ðàñïîëîæåííûõ íà îä-




λs, s < 1,
[λ, 1], s = 1, 0 ≤ λ < 1.
s, s > 1,
(70)
Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå óêàçàííîé çàäà÷è ôèëüòðàöèè ñâîäèòñß ê ñëåäóþùåé
êðàåâîé çàäà÷å (ñ÷èòàåòñß, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå Z >> 1): óðàâíåíèå (18) íà îá-
ëàñòè Ω = {(x, y) ∈ R 2 : 0 ≤ x ≤ 1 , 0 ≤ y ≤ Z} ñ èñòî÷íèêîì èíòåíñèâíîñòè q/4
â íà÷àëå êîîðäèíàò, ñ ìíîãîçíà÷íûì çàêîíîì (37), (70) è êðàåâûìè óñëîâèßìè (29),
ãäå Γ1 = {0 ≤ x ≤ 1 , y = Z}, Γ2 = {x = 0 , 0 ≤ y ≤ Z}
⋃{0 ≤ x ≤ 1 , y = 0}⋃{x =
1 , 0 ≤ y ≤ Z}. Àïïðîêñèìàöèß ýòîé êðàåâîé çàäà÷è ïîñòðîåíà â ñîîòâåòñòâèè ñî ñõå-


































Ðèñ. 3. Ìíîãîçíà÷íûé çàêîí a) q/4 ≤ λ b) q/4 ≥ 1
ìåòîäîì (1) ñ H = Y ≡ [L2(Ω)]n(ñì. îïðåäåëåíèå (42)). Ïðè ýòîì ðåøåíèå çàäà÷è (2)
(â ñèëó òîãî, ÷òî F ≡ 0) ñâåëîñü ê ðåøåíèþ ñåòî÷íîãî óðàâíåíèß Ëàïëàñà ñ ñîîò-
âåòñòâóþùèìè êðàåâûìè óñëîâèßìè, à ðåøåíèå çàäà÷è (3) ðåàëèçîâàíî ïî ôîðìóëå:
y(k+1) = ∇Ψ∗(rΛu(k+1) + λ(k)), ãäå Ψ∗  ôóíêöèîíàë, ñîïðßæåííûé ê ôóíêöèîíàëó
Ψ(·) = r/2 ‖·‖2V + Φ(·) (äëß ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ïîëó÷åí ßâíûé âèä ãðàäèåíòà
∇Ψ∗).
Íà ðèñóíêå 2b ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ äëß çàêîíà (70) c λ = 0, ÷òî
ñîîòâåòñòâóåò ìíîãîçíà÷íîìó çàêîíó ôèëüòðàöèè ñ ïðåäåëüíûì ãðàäèåíòîì (s0 =
1, s∗ = 0, k = 1, L = 1, β = 1, θ = 1 â (37)), ïðè ýòîì îïåðàòîð A ßâëßåòñß îáðàòíî
ñèëüíî ìîíîòîííûì ñ σ = 1. Íà ðèñóíêå ïðèâåäåíà òðèàíãóëßöèß (çàäà÷à ðåøàëàñü
â îáëàñòè Ω ñ Z = 10), ïðè÷åì ñåðûì öâåòîì çàêðàøåíû ýëåìåíòû, íà êîòîðûõ
|∇uh| = β, à ëèíèß BF (íà êîòîðîé |∇u| = β) ïîñòðîåíà ïî èçâåñòíûì àíàëèòå÷åñêèì
ôîðìóëàì äëß çàäà÷è î ñêâàæèíàõ.
Íà ðèñóíêàõ 3a è 3b ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ äëß çàêîíà (70) c λ = 0.5,
÷òî ñîîòâåòñòâóåò çàäà÷å (18) ñ ñèëüíî ìîíîòîííûì îïåðàòîðîì. Òåìíûì öâåòîì
çàêðàøåíû ýëåìåíòû, íà êîòîðûõ |∇uh| = β, à ñïëîøíûå ëèíèè, ïîñòðîåííûå ïî
èçâåñòíûì àíàëèòè÷åñêèì ôîðìóëàì, îãðàíè÷èâàþò îáëàñòü, ãäå |∇u| = β.
Ðàñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî îïòèìàëüíûì (â ñìûñëå êîëè÷åñòâà èòåðàöèé) ßâëßåòñß
çíà÷åíèå r = 1, ïðè ýòîì îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå τ ïðàêòè÷åñêè íå çàâèñèò îò ÷èñëà
óçëîâ ñåòêè.
Â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåííûõ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïîäòâåðæäåíà ýôôåêòèâ-
íîñòü ïðåäëîæåííûõ ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèß çàäà÷ ôèëüòðàöèè.
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